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Abstract

Diese Arbeit verschafft einen Einblick in die Spieltheorie und dessen Moglichkeiten. Es wird
gezeigt, wie bei einem beliebigen symmetrischen Spiel mit dem Simplex-Verfahren das Gleich-
gewicht und die optimalen Strategien gefunden werden konnen. Dieses Konzept wird schliess-
lich auf das Pokerspiel angewendet, welches sich durch dessen Popularitat als Grundlage eig-
net. Anhand von einem eigenen Spielmodell wird bewiesen, dass der Bluff in einer Strategie
mit optimaler Auszahlung notwendig ist. Es soll vermittelt werden, welche Schwierigkeiten
tiberwunden werden miissen, um ein moglichst realitdtsgetreues Spielmodell zu erstellen und
dieses schliesslich zu 16sen. Der Inhalt wiedergibt den Arbeitsprozess des Autors und die damit

verbundenen Erkenntnisse.

Nach der Einleitung, die einen groben Uberblick iiber die Geschichte der Spielentwicklung
gibt und eine Briicke zwischen Mathematik und Spiel schafft, werden im Kapitel Theorie ein-
gehend die spieltheoretischen und mathematischen Grundlagen erlautert. Weiterhin wird die
Methode beschrieben und eine mathematische Angabe des Arbeitsprozesses vorgenommen.
Im Kapitel Resultate folgen die erhaltenen Losungen einschliesslich des Beweises mit einer
Erklarung. Eine zusatzliche Schilderung der Erstellung des Spielmodells und des Losungsver-
fahrens sind im Anhang mit einigen Einblicken hinterlegt. In der Diskussion werden die Resul-

tate besprochen und in einen grosseren Kontext gesetzt.
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Vorwort

Eines Abends sass ich in einer Pokerrunde, wie ich sie schon oft erlebt hatte. Meine Karten?
Eigentlich gut, den Flop jedoch verfehlt. Gleich zwei Konige hatten sich unter die drei ersten
Tischkarten gemischt. «Lohnt es sich wohl die gewinnende Hand vorzutdauschen?», dachte ich
mir und erkannte mich in einer Situation, die mir vertraut war. Schon so oft musste ich abwa-
gen, ob ein Bluff einen Ausweg aus dieser ungiinstigen Situation bietet. Doch ich wurde aus
meinen Gedanken gerissen, denn bereits hatten die zwei Spieler vor mir ihren Zug verkiindet.
Sie verzichteten beide auf eine Erh6hung des Wetteinsatzes und blickten mich nun ungedul-
dig, aber dennoch erwartungsvoll an. «Was solls», denke ich mir, «jetzt oder niel». «Raise»,
murmelte ich vor mich hin und zog nun sogar die Aufmerksamkeit derjenigen Spieler auf
mich, die das Spielgeschehen bereits nicht mehr verfolgten. Sogleich stieg mein Puls und es
wurde mir kalt um den Korper. Die Opponenten schienen sich gar nicht mehr entscheiden zu
wollen, die Sekunden verstrichen. - «Fold», sagten sie endlich, einer nach dem anderen. Es war
geschafft! Meine Karten blieben verdeckt und ich konnte die Chips einnehmen und in sichtli-
cher Unstimmigkeit meiner Gegner auftiirmen. Die Erleichterung war gross, es hat geklappt,

ich konnte die zwei unpassenden Konige abwehren.

Diese Situation war es, die mich im Nachhinein zum Uberlegen gebracht hat. Welch ein Gliick,
auch mit unpassenden Karten den Pot gewinnen zu konnen! Und weiter ... wie oft es wohl vor-
kommt, dass ein Bluff eigentlich bessere Karten abwehrt? Gerade Poker, ein Spiel, das oft als
Gliicksspiel abgestempelt wird, erlaubte es mir, mit den schlechteren Aussichten als meine
Gegenspieler, den Gewinn einzufahren. Mir wurde mehr und mehr klar, dass auch eine opti-
male Strategie von diesem Werkzeug profitieren miisste. Da wusste ich, dass ich mich in der
wissenschaftlichen Spielanalyse vertiefen wollte. Dies war die Geburt meiner Maturitatsarbeit,
die mich iber ein Jahr begleitete. Der Arbeitsprozess widerspiegelt einen Prozess von mir
selbst. Es offneten sich mir zuvor unbekannte Tore und den Zugang in eine tiefere wissen-

schaftliche Welt.

In diesem Rahmen mochte ich mich bei denjenigen bedanken, die mich auf dieser Reise be-
gleitet haben. Speziellen Dank an Herrn Fleig fiir das Betreuen und die Unterstiitzung. Auch
vielen Dank an Marco Jost, fiir die Hilfe im Erstellen korrekter mathematischer Notationen

und der Einfithrung in die Funktionen des Programmes Microsoft Excel.
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1 Einleitung

Seit der Antike unterhalten sie uns, lassen uns raten und tiifteln, verlieren und gewinnen -
Spiele. Was ist der Reiz an Spielen? Wieso versuchen wir sie zu verstehen? Wie bringen sie uns

im Leben weiter?

Spiele erfiillen gleich eine ganze Reihe menschlicher Bediirfnisse: Sie geben uns ein Gemein-
schaftsgefiihl und soziale Anerkennung in einer Gruppe. Sie lassen uns zwischen Kooperation
und Konflikt entscheiden. Nicht zuletzt geben sie uns die Aussicht auf eine Bereicherung, ma-
teriell oder auch immateriell. Es sind gerade diese Bediirfnisse, die uns dazu bewegen, teils
stundenlang zu wiirfeln, Karten auszutauschen und Figuren auf einem Brett umher zu schie-
ben. Die abstrakten Spielgegenstiande sind auf den ersten Blick weit weg vom Alltag und den-

noch werden sie von der breiten Masse gespielt. Was steckt also dahinter?

In vielen Spielen sind wissenschaftliche Konzepte enthalten. Gerade deshalb macht es Sinn,
Spiele tiefgriindig zu analysieren. Einerseits lassen sich die Spiele so besser verstehen und an-
dererseits lasst sich das aus Spielen Gelernte auch auf andere Prozesse iibertragen. Dieses zu-
nehmend erkannte Potential hat im 20. Jahrhundert sogar zu einem eigenen Zweig der Ma-

thematik gefiihrt — der Spieltheorie.

Diesem Trend folgt diese Arbeit und wirft einen mathematischen Blick auf das Spiel Poker.
Basierend auf der Spieltheorie sollen dessen Spielprozesse untersucht werden und das Spiel auf

eine noch folgende Bedingung gepriift werden.

1.1 Die Entwicklung von Spielen

Um ein tieferes Verstandnis fiir Spiele zu erlangen, lohnt es sich, in einer kurzen Form die his-

torische Entstehung von Spielen zu betrachten.

Spiele beschaftigen die Menschen schon seit der Steinzeit. Besonders aber in der Antike be-
gann die Welt der Spiele zu blithen. Die Sprachen wurden differenzierter, die Menschen ge-
wannen an materiellem Reichtum und eine zunehmende Zahl an Menschen musste sich nicht
mehr standig um ihre Grundbediirfnisse sorgen. Deshalb entstanden zahlreiche Spielformen,

die teilweise bis in die heutige Zeit ibernommen wurden. Ein gutes Beispiel bieten «polierte
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und markierte Astragalus-Knéchelchen»', die als Vorganger des heutigen Wiirfels betrachtet
werden. Die bearbeiteten Knochen-Bruchstiicke, die unter anderem auf die Agypter, Summe-
rer und Babyloner zuriickzufiihren sind, gelten als dlteste dokumentierte Sachquellen einer
Spielform. Es handelt sich dabei um kleine Knochenteile von Schaffen, die durch ihre Form auf
vier moglichen Seiten liegen bleiben konnen. Diese Eigenschaft hatten sich die Menschen zu
Nutze gemacht und Spiele erfunden, die oft die Vorldufer der heutigen Wiirfelspiele waren.
Allerdings waren die Ergebnisse dieser Spiele noch nicht proportional, denn die vier Seiten

hatten durch Imperfektionen nicht die gleiche Wahrscheinlichkeit.?

Auch neben den damals populdren Wiirfeln, haben viele Spiele unsere Vorfahren bewegt. Fiir
jede geschichtliche Epoche lassen sich Spiele finden, die die Menschen besonders gepragt ha-
ben. Im nachsten Abschnitt ist die Geschichte dreier Spiele erldutert, die fiir die Entwicklung
der Spiele besonders pragend und bis heute popular sind; darunter je ein Brett-, Wiirfel- und

Kartenspiel.

Schach:

Das erste typische Schachbrett geht zuriick auf das Jahr 450 n. Chr. in Indien.

g1  Esdiente anfanglich fir ein anderes Spiel, welches im Laufe der Zeit mit ei-

nem weiteren Spiel fusionierte. So entstand das Spiel «Chaturanga», welches

als erster Vorlaufer des heutigen Schachspieles gilt. Dazumal reprasentierten die Figuren die
vier Divisionen des Militars — darunter die Infanterie und Kriegselefanten. Von Indien kam das
populdre Spiel schliesslich auf Handelsrouten tiber die Perser und die Araber nach Europa.
Dabei wurde das Spiel von den verschiedenen Kulturen beeinflusst und entwickelte sich all-
madhlich zum heutigen Schachspiel. In Europa wurden schliesslich die heutigen Figuren einge-
fihrt, die die mittelalterlichen Sozialschichten widerspiegeln. Schach bietet durch die Anzahl
moglicher Ziige eine enorme Komplexitdt, was bis heute das Interesse von zahlreichen Perso-

nen weckt, nicht zuletzt auch jenes von Mathematiker*innen.3

Backgammon:

&

Die erste eng verwandte Version des heutigen Backgammons, das «Duodecim
0 Scripta», stammt aus dem antiken Rom. Das Spiel war populdr und hatte An-

1 Barth, Spielend Mathematik lernen 2007, S. 1
2 Barth, Spielend Mathematik lernen 2007, S. 1
3 Schiendorfer 2018
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hanger, wie etwa der romische Kaiser Claudius, der sogar ein Buch dartiber verfasste. Mit der
Expansion des romischen Reiches verbreitete sich auch das Spiel in einem grossen Teil Euro-
pas. Im Mittelalter kam das Spiel durch die Kreuzziige als «Wurfzabel» zuriick nach Westeu-
ropa, wo vor allem Adlige dem Spiel nachgingen. Anders jedoch in England, dort spielten sogar
die Soldaten das Spiel, worauf der Konig ein Verbot fiir die einfache Bevolkerung erliess, um
Geld zu wiirfeln. Im weiteren Verlauf der Geschichte blieb das Spiel, das dem heutigen bereits
sehr dhnlich war, prasent. Aus einigen Namenswechseln und vereinheitlichten Regeln kam
schliesslich das heutige Backgammon hervor. Die interessante Kombination von Wiirfelgliick
und strategischen Entscheidungen sind einmalig. Viele Tiftler versuchen auf die perfekte
Spielstrategie zu stossen, doch immer neue Spielsituationen bereiten eine schwierige, aber

spannende Aufgabe.*

Poker:
L]
éb Das heute beriihmte Spiel hat eine kiirzere Geschichte als die zwei bisherigen
Y Beispiele. So werden oft falschlicherweise Urspriinge in einer Zeit gesucht, in

der noch keine Spielkarten existierten. Erste Spielkarten, die die Grundlage
fiir Poker sind, wurden im 13. Jahrhundert in China verwendet. Ein Jahrhundert spater gelang-
ten solche Spielkarten auch nach Europa, wo sogleich eine grosse Vielfalt an Karten entstand.
Es entwickelten sich viele verschiedene Spiele, unter anderem Wettspiele. Als erster direkter
Vorlaufer des Pokerspiels gilt das deutsch-franzésische Spiel Poch (Poque), worauf auch der
Name Poker zuriickzufiihren ist. Das Spiel wurde jedoch auch von Einfliissen anderer Spiele
gepragt, wie etwa Brag und Bouillote. Anfang des 19. Jahrhunderts gelangten die Pokervorlau-
fer durch franzosische Siedler nach New Orleans. Von dort aus wurde es auf den beriichtigten
Mississippi-Spielsalon-Kreuzern iiber den Wasserweg im ganzen Osten der USA verteilt. 1836
wurde das neuartige Wettspiel erstmals unter dem Namen «Poker» schriftlich festgehalten.
Weitere gesellschaftliche Bewegungen, etwa der Biirgerkrieg und der Goldrush, verbreiteten
das Spiel rasant weiter. Die erste simple Pokerform mit einem Kartenset von 20 Karten wurde
allmdhlich ersetzt durch vielseitigere Varianten mit mehr Karten und neuen Handkombinatio-
nen. Das Ziehen von Extrakarten verdanderte das Spiel ebenfalls nachhaltig. Aus einem «blof3en
Glucksspiel [wurde nach und nach ein] intelligente[s] Geschicklichkeitsspiel»>. Bis heute sind

verschiedene Varianten verbreitet und werden parallel gespielt. 1970 entstand mit der World

4 Wikipedia 2020
5 Parlett & McLeod, 2005
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Series of Poker die Welt des Turnierpokers und zugleich erneute Popularitat fiir das Karten-

spiel.®

Heute geniesst das Pokerspiel weltweite Popularitit. Die Spielarenen reichen von der Stube bis
zum internationalen Turnier. Laut Kelvin Sherwood, der sich auf Daten der World Poker Tour
(WPT) bezieht, sind allein online 100 Millionen Spieler*innen tatig.” Dazu kommen weitere
Millionen von Leuten, die zuhause Poker spielen. Es gibt zahlreiche Variationen des Poker-
spiels, wobei die meistgespielte «Texas Hold’em» genannt wird. Dies ist zudem die einzige
Variante, die in dieser Arbeit vorkommt und alle Berechnungen in den folgenden Kapiteln

beziehen sich auf diese Spielform.

1.2 Mathematik und Spiel

Da nun ein Uberblick iiber die Entwicklung der Spiele verschafft ist, gilt es als nichstes, die
Briicke zwischen der Spielwelt und der Mathematik zu erlautern. In diesem Unterkapitel wer-
den in chronologischer Reihenfolge die Ereignisse thematisiert, die einen Einfluss auf die heu-

tige Spielanalyse haben.

Antike

Wie die Spiele, entwickelte sich auch die Mathematik Schritt fiir Schritt. In den ersten Hoch-
kulturen wurde Mathematik vor allem als Werkzeug zur Bewaltigung praktischer Probleme
benutzt, zum Beispiel der Vermessung von Feldern. Dennoch sind Quellen vorhanden, in de-
nen zur Unterhaltung zweckfremde Ratsel mit mathematischen Berechnungen gelost werden.
Diese beinhalten vor allem einfache Additions- und Quotientenprobleme. Diese einfache Ma-
thematik hat jedoch noch nicht ausgereicht, um bereits ziemlich komplexe Spiele wie zum

Beispiel «Senet», ein altagyptisches Brettspiel, zu berechnen.

Mittelalter

Im Mittelalter wurden hauptsachlich Problemstellungen basierend auf Vorgangern der heuti-
gen Wahrscheinlichkeitsrechnung erortert. Komplexere Spiele konnten grosstenteils nicht
mathematisch erklart werden. Ansonsten waren im Mittelalter unter den Intellektuellen ma-
thematische Wettstreite verbreitet. Man unterbreitete sich gegenseitig Fragestellungen, die der

andere zu beantworten versuchte. Zwar sind dies keine Spiele im eigentlichen Sinn, doch viele

6 Parlett & McLeod, 2005
7 Sherwood 2019
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dieser Fragestellungen waren im Zusammenhang mit den damaligen Spielformen. Einer der

Beteiligten war der bis heute bedeutende Mathematiker Leonardo Fibonacci.?

Renaissance

In der Renaissance wird die Mathematik hauptsédchlich von den «italienischen Algebraikern»?
angetrieben. Sie waren eine Gruppe einflussreicher Mathematiker, die sich alle gegenseitig
beeinflussten. Davon haben sich besonders Tartaglia und Cardano fiir Spiele interessiert. Gera-
lome Cardano war der Erste, der systematisch versuchte Gliicksspiele zu analysieren. Fiir das
Spiel mit Karten hingegen waren weiterhin keine mathematischen Grundlagen vorhanden. So
bemerkte etwa Cardano im Jahr 1564: «Es gibt einen Unterschied zum Wiirfelspiel, denn das
ist ein offenes Spiel, wohingegen das Spiel mit Karten aus dem Hinterhalt heraus erfolgt, weil

sie [flir die anderen Spieler] verborgen sind.»*

Neuzeit

Im 20. Jahrhundert entstand ein neuer Pol in der Analyse von Spielen. Zahlreiche Forscher
entdeckten die Wichtigkeit von Spielen in Vorgangen der Gesellschaft. Angesichts dieser zu-
nehmenden Popularitdt entstand in dieser Zeit erstmals ein eigenstindiger Bereich der Ma-
thematik, der sich ausschliesslich mit dem Losen von Spielen befasste. Dieser neue Wissen-
schaftszweig geht auf verschiedene Wissenschaftler zuriick, wobei oft der ungarische Mathe-
matiker John von Neumann als Begriinder genannt wird, da er die Spieltheorie in den 1920er
Jahren erstmals formal beschrieb. Zudem publizierte er im Jahr 1944 gemeinsam mit Oskar
Morgenstern das erste Standardwerk der Spieltheorie.” Um die Spieltheorie zu verstehen, ist es
wichtig hervorzuheben, dass in der Forschung unter dem Wort «Spiel» nicht nur Gesell-
schaftsspiele gemeint sind. Der Fokus der Spieltheorie liegt auf Entscheidungssituationen mit
mehreren Teilnehmern. Es werden hauptsachlich komplexe Interaktionen von sozialen und
geistigen Wissenschaften analysiert. So wird in verschiedenen Anwendungsgebieten eng mit
den Forschern der Spieltheorie zusammengearbeitet, etwa in der Marktwirtschaft oder der
Militarfithrung. Durch den Einfluss auf solche wichtigen Bereiche wurde die Grundlagenfor-

schung der Spieltheorie zusatzlich angetrieben.

Die wohl wichtigste Entwicklungsphase der Spieltheorie ereignete sich zwischen 1950 und
1970. Am Ende des 2. Weltkrieges entstand in den USA die RAND Corporation, eine kaliforni-

sche Forschungseinrichtung, die sich mit strategischen Aufgaben der United States Air Force

8 Deulofeu 2016, S 20f

9 Deulofeu 2016, S. 24

10 Parlett und McLeod, 2005 nach Geralome Cardano
1 Iiick und Weck 2008, S. 1
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befasste. Diese militirische Organisation rekrutierte zahlreiche renommierte Okonom*innen
und Mathematiker*innen aus aller Welt. Trotz der offensichtlichen Kontroverse hinter der
Motivation erwies sich dieses Zusammentreffen von Forschern als «bahnbrechend fiur die

Spieltheorie»™.

1.3 Uberblick

Die erwahnten historischen Ereignisse hatten allesamt einen Einfluss auf die heutige Spielana-
lyse. Besonders die Spieltheorie hat den heutigen Forschungsstand enorm beeinflusst und er-
moglicht eine differenzierte Analyse von Spielen. Auch hat sie die Einbettung der Untersu-
chung von Spielen in einen mathematischen Kontext begiinstigt. So entwickelt sich die
Spieltheorie heute Hand in Hand mit Fortschritten in anderen Teilgebieten der Mathematik

und anderer interdisziplindren Wissenschaften.

Es besteht eine breite Sammlung an Werken, die sich mit Fragestellungen rund um die
Spielanalyse beschaftigen. Auch in diese Arbeit sind zahlreiche Quellen eingeflossen, wobei
einige besonders prasent sind. Unter anderem das Buch «Gliick, Logik und Bluff» von Jorg Be-
wersdorff, das wissenschaftliche Paper «Eine spieltheoretische Betrachtung des Pokerspiels»
von Stefan Liick und Claudio Weck und dem Werk «Einfiihrung in die Spieltheorie» von Prof.
Dr. Wolfgang Leininger und PD Dr. Erwin Amann. Diese und alle weiteren Quellen sind in der

Quellenangabe verzeichnet.

Die Spieltheorie wird in dieser Arbeit aufgegriffen und auf das Spiel Poker angewandt. Die Ar-
beit entspricht meinem eigenen Lernprozess und fiihrte bei mir zu einem tieferen Verstandnis
der Spieltheorie. Im Verlauf der Recherche, die mich tiber die ganze Arbeit begleitete, erlaubte
mein Wissensstand immer wieder neue Erkenntnisse. Mit dieser Entwicklung ist auch die Ziel-

setzung beziehungsweise These transformiert, wie ich untenstehend noch aufzeigen werde.

12 Deulofeu 2016, S. 109
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1.4 These

Anfangs zielte ich darauf ab, mich in den Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu vertie-
fen und aufgrund dessen eine Strategie vorzuschlagen. Diesen Fokus verlegte ich nach einge-
hender Recherche und erneuerte die These. Die finale Zielsetzung gestaltet sich folgendermas-

sen:

Das Ziel dieser Arbeit ist es, fiirs Pokerspiel eine Strategie mit maximiertem Erwar-
tungswert zu definieren und zu zeigen, dass diese das Konzept Bluff enthalten muss.
Dieser Beweis soll der Spieltheorie entsprechen und anhand eines méglichst realitdts-

getreuen Modells durchgefiihrt werden.
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2 Theorie

2.1 Die Definition eines Spiels

Um Spiele im tieferen Sinne verstehen und analysieren zu konnen, gilt es anfanglich den Be-
griff «Spiel» zu definieren. Die folgende Definition wird iiber die ganze Arbeit beibehalten und

die getdtigten Einschrankungen von Spielen bleiben stets valid.

Jordi Deulofeu hat in seinem Werk «Chancen und Strategien» eine passende Eingrenzung zum

Wort Spiel vorgenommen, an die sich die Definition dieser Arbeit anlehnt.
Ein Spiel ist eine Handlung, die den folgenden Bedingungen unterliegt:

e Mindestens zwei Personen sind daran beteiligt
e Esist das Ziel aller Beteiligten, ihre Gegner zu besiegen

e Jeder Spieler ist auf der Suche nach einer optimalen Strategie

Das Ziel der mathematischen Analyse von Spielen ist es demnach, fiir jeden Spieler

eine Gewinnstrategie zu bestimmen.

Ratsel sind mathematisch von Spielen zu unterschieden, obwohl sie oftmals miteinander in
Verbindung gebracht werden. Sie werden anders berechnet und zudem von der getdtigten
Definition ausgegrenzt. Auch Deulofeu hebt dies hervor; denn bei Raitseln «handelt es sich
[zwar] um Probleme spielerischer Natur»*, doch diese werden von einer Person gelost. Ratsel
haben folglich keine Relevanz fiir diese Arbeit und werden im weiteren Verlauf nicht mehr

erwahnt.

2.2 Klassifikation nach Bewersdorff

In seinem Werk «Gliick, Logik und Bluff» hat Bewersdorff ein System zur mathematischen
Klassifikation von Spielen erstellt. Laut ihm entstehen Spiele aus der Ungewissheit, wer das
Spiel gewinnen wird. Dabei erkennt er drei objektive Ursachen, die diese Ungewissheit auslo-
sen konnen. In allen Gesellschaftsspielen ist mindestens einer der drei Faktoren gegeben. Um

ein Spiel also einzuordnen, muss es auf diese drei Inhalte untersucht werden.

13 Deulofeu, Chancen und Strategien, S. 15f
14 Deulofeu, Chancen und Strategien, S. 15
15 Bewersdorff 2018, s. 5ff
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Abbildung 1: Die drei Unsicherheitsfaktoren eines Spiels

Um nun Poker richtig zu klassifizieren, habe ich zu jedem Faktor eine Fragestellung evaluiert

und mir tberlegt, in welchen Vorgdngen die Faktoren eine Rolle spielen:

Zufall: Spielt Gliick eine Rolle? Falls ja, zu welchem Zeitpunkt?

Ja, der Zufall spielt durchaus eine Rolle, denn in jeder Spielrunde werden Karten rein zufallig
an die Spieler verteilt. In der behandelten Version Texas Hold’em sogar noch mehr, da die of-
fenen Zusatzkarten, welche die Handkarten ergdnzen, wahrend einer Spielrunde durch Zufall

die Ausgangslage weitere drei Mal beeinflussen.

Kombinationen: Koénnen die Spieler ihre Ziige vielfdltig kombinieren? Kann sich der Spieler

durch solche Zugkombinationen einen Vorteil verschaffen?

Ja, anders als bei Spielen wie Roulette, haben die Spieler verschiedene Zugmdglichkeiten; sie
konnen passen, mitgehen oder erh6hen. Es ist wichtig, im richtigen Moment die Ziige sinnvoll
zu kombinieren, auch unter Betracht der eigenen Karten und der Setzposition. Allerdings ist
dieser Faktor im Poker weit weniger wichtig als zum Beispiel bei Schach, wo dieser der einzig
bestimmende Faktor ist. Denn ein Schachspiel gewinnt ein Spieler einzig und allein durch die
geschickte Kombination von verschiedenen Zugmoglichkeiten, schliesslich fliessen weder
Gluck (es wird nichts «ausgelost») noch ein unterschiedlicher Informationsstand (das Spiel-

brett ist fiir beide Spieler komplett ersichtlich) in das Spiel ein.

Informationsstand: Verfiigen die Spieler iiber einen unterschiedlichen Stand an Informationen?

Sind diese Informationen entscheidend um das Spiel zu gewinnen?

Ja, auch dieser Faktor ist gegeben. Jeder Spieler hat seine Handkarten, die wahrend des Bietens
kein anderer Spieler zu Auge bekommt. Die Information, welches Blatt man hat, ist essenziell,

um zu gewinnen. Ein Spiel mit offenen Karten wiirde keinerlei Sinn ergeben. Die Ungewissheit
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iiber den Spielausgang aufgrund fehlender Informationen ist typisch fiir das Pokerspiel und in
kaum einem anderen Spiel derart entscheidend. Es ergibt sich, dass gerade dieser Faktor am
wichtigsten fiir das Spiel ist, auch wenn die beiden anderen Faktoren ebenfalls einen grossen

Einfluss haben.

Mithilfe der durchgefiihrten Evaluation konnen die Faktoren nun kombiniert und das Spiel in
ein Diagramm eingeordnet werden. Auf der folgenden Abbildung von Bewersdorff ist Poker

auf einem solchen Diagramm neben einigen weiteren Spielen eingezeichnet.

kombinatorische Spiele
Schach, Go

Backgammon
Diplomacy, Stratego, Geister

oe Skat

Jass Mensch &rgere dich nicht

» Poker
Papier-Stein-Schere Roulette

strategische Spiele Gliicksspiele

Abbildung 2: Gewichtung der Unsicherheitsfaktoren (Quelle: Bewersdorff, 2018)

Dieses System macht indes Sinn, da es aufzeigt, welche mathematischen Aspekte zu analysie-
ren sind und welche allenfalls ausgeschlossen werden konnen. Im Pokerspiel ist dies nicht der
Fall, denn das Spiel weist Ungewissheiten in allen drei Bereichen auf. Im weiteren Verlauf des
Kapitels werde ich demnach auf jeden der drei Faktoren eingehen und untersuchen, wie sie

das Spiel beeinflussen.

2.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wie in der Einleitung beschrieben wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung bereits friith zur
Untersuchung von Gliicksspielen verwendet. Die heutige Nutzung ist breiter gefachert und

etliche Prognosen sowie Risikoeinschdtzungen basieren auf diesem Zweig der Mathematik.

Ganz allgemein wird versucht zu bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit P(A) ein Ereignis
A eintrifft. Dieser Zusammenhang wird meist als Funktion P bezeichnet. Trifft A nicht ein,

spricht man vom Gegenereignis A.*°

Um ein Wahrscheinlichkeitsproblem zu bewaltigen, ist es wichtig, die vorliegende Situation

genau zu tberprifen.

16 Burkart und Hugelshofer 2012, S. 4



Spielt die Reihenfolge
eine Rolle?

Theorie

Wiederholen sich
Elemente?

falls nein

Abbildung 3: Schema zur Berechnung von Wahrscheinlichkeitsaufgaben

16

Passt diese Formel zur
Aufgabenstellung?

Fligt man diese Aspekte zusammen, ldsst sich das Auswahlprinzip als Baumdiagramm darstel-

len. Die folgende Abbildung zeigt ein solches Diagramm mit Benennung der jeweiligen For-

mel.

n Elemente

| T

auf n Platzen anordnen
Reihenfolge wichtig
Permutationen

ohne mit

auf k Platze verteilen
Reihenfolge wichtig
Variationen

ohne

mit

k davon auswdhlen
Reihenfolge unwichtig
Kombinationen

ohne mit

Wiederholung

Wiederholung

Wiederholung

Wiederholung

Wiederholung

Wiederholung

alle Elemente
verschieden

ki, Jez,Rim
Elemente gleich

jedes Element kommt
nur einmal vor

jedes Element kann
beliebig oft vorkommen

jedes Element kommt
nur einmal vor

jedes Element kann
beliebig oft vorkommen

Kl kyl o de!

(n—k)!

k

@ =mmm | |(

n+k—1

Cai)

K )

Abbildung 4: Ubersicht zur Berechnung von Wahrscheinlichkeitsaufgaben (Quelle: Unterrichtsmaterial)

Da in dieser Arbeit grosstenteils Kombinationen ohne Wiederholungen untersucht werden,

wird nicht tiefer auf die anderen Aste eingegangen. Bei der angewendeten Formel handelt es

sich um Binominalkoeffizienten.
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Binominalkoeffizienten

Sie werden dazu verwendet die Anzahl Wege ungeordnete Resultate k von n Mdéglichkeiten

zu ziehen. Dabei ist n! die Fakultat von n.7

n n!
(k) Tk (n—k)

Zum Beispiel (g) = 10, denn es gibt 10 Mdglichkeiten, die Elemente k mit einem Element der

Menge n! = {1,2,3,4,5} zu kombinieren.

2.4 Spieltheorie

2.4.1 Definition der Spieltheorie

Wie bereits in Kapitel 1.2 angesprochen, ist die Spieltheorie ein eigenstandiger Bereich der Ma-
thematik, der sich mit Mehrpersonen-Entscheidungssituationen befasst. Genauer gesagt wird
nach Werkzeugen gesucht, um Spielsituationen einerseits besser modellieren zu konnen und
andererseits Vorhersagen liber die Gewinnverteilung zu machen, um fiir jede Partei eine opti-
male Strategie zu finden. Die durchschnittliche Gewinnverteilung wird auch als Wert des

Spiels bezeichnet.

«Spieltheorie = interaktive (d.h. Mehrpersonen-) Entscheidungstheorie»™®

Die Spieltheorie unterscheidet grundsatzlich zwischen zwei Bereichen, die nicht-kooperative
und die kooperative Spieltheorie. Wie es der Name bereits nahelegt, muss man sich die Frage
stellen, ob die Spieler ein rein kompetitives Verhdltnis haben oder allenfalls miteinander ko-
operieren konnen. Die meisten Gesellschaftsspiele bieten keine Moglichkeiten mit den Gegen-
spielern zu kooperieren und sind deshalb der nicht-kooperativen Spieltheorie unterzuordnen,

dies ist auch im Poker der Fall.

Um Spiele mit der Spieltheorie berechnen zu kénnen, muss die Definition in Kapitel 2.1 um

zwei weitere Punkte erganzt werden:

17 Weisstein 2020
18 Leininger und Amann 2008, S. 2
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Verhaltenshypothese: Jeder Spieler strebt danach seinen eigenen Erwartungswert zu maxi-

mieren. "

Common-Knowledge-Annahme: «Die Regeln des Spieles sind allen Spielern bekannt, und
alle wissen, dass diese allen bekannt sind. Ebenso wissen alle, dass allen bekannt ist, dass allen
bekannt ist, dass dies alle wissen, etc. ad infinitum.»** Diese Bedingung wird auch als vollstan-
dige Information bezeichnet, was nicht zu verwechseln ist mit perfekter Information als

Grundlage der kombinatorischen Spieltheorie.

2.4.2 Prinzipien der Spieltheorie

In der Spieltheorie ist es das Ziel fiir jede Partei eines Spiels die beste Strategie zu finden, wo-
bei unter einer Strategie allgemeingiiltig von der «Art und Weise, wie ein Spieler seine Ent-
scheidungen trifft»* gesprochen wird. Nimmt man die Strategien aller Spieler zusammen, so

lasst sich der Wert des Spiels bestimmen.

In einem Spiel hat jeder Spieler p aus der Menge aller Spieler P verschiedene Handlungsalter-
nativen A,. Der Ausdruck «fiir alle» wird forthin durch V ersetzt.

Strategie

Diejenige Handlungsalternative a,, fiir die sich ein Spieler entscheidet, sei s, € S,,. Nimmt
man die Entscheidung aller Spieler zusammen, lasst sich ein Strategievektor S bestimmen, die-

ser definiert den Ablauf eines Spiels. >
S = {splv pE P}

Fiir jedes Aufeinandertreffen von Strategien ist eine Auszahlung bestimmt. U, sei die Auszah-
lungsfunktion fiir den Spieler p € P. Diese bildet die Auszahlung des Spielers p fiir einen Stra-

tegievektor S ab, es gilt U, : Ay X ... X Ap » R

Die Strategien aller Spieler ausser dem einen, werden als Fremdstrategienvektor S_,, wiederge-

geben.
S p= {sql‘v’q EPAgq qtp}

Der Fremdstrategienvektor S_,, ist Element der Menge aller Fremdstrategievektoren X_,,.

19 Leininger und Amann 2008, S. 13
20 ] eininger und Amann 2008, S. 13
2 Liick und Weck 2008, S. 4

22 Liick und Weck 2008, S. 4f

23 Leininger und Amann 2008, S. 14
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Dominante Strategie

Damit ein Spieler seine Auszahlung verbessern kann, hat er die Moglichkeit, Strategien mitei-
nander zu vergleichen. Zwei Strategien s, und s, sind dquivalent, wenn sie fiir alle méglichen

Handlungsalternativen der Gegner dieselbe Auszahlung bewirken.
Up(sp,S-p) = Up(sp,S—p) -V S_p €X,
Eine Strategie $, dominiert eine andere Strategie s,,, wenn sie fiir alle méglichen Handlungsal-
ternativen der Gegner eine mindestens gleich hohe Auszahlung bewirkt, aber nicht dquivalent
ist.
Up($p,S-p) = Up(sp.S-p) -V S_p €3Iy
und

Up(si,,S_p) > U, (sp,S_p) . fur mindestens ein S pEXI,
Die zweite Bedingung erzwingt eine Eindeutigkeit in den Dominanzen. So konnen sich zwei
Strategien nicht gegenseitig dominieren. Aus der Verhaltenshypothese kann zudem entnom-

men werden, dass ein Spieler niemals eine dominierte Strategie wahlen darf.

Rationalitéitsprinzip

In der Verhaltenshypothese wurde die Bedingung festgelegt, dass ein Spieler seinen eigenen
Erwartungswert verbessern will. Nach diesem Prinzip wird ein Spieler nicht irgendeine Strate-
gie wahlen, sondern die optimale Strategie s,, welche ihm die hochste Auszahlung U, ver-
spricht, wenn alle anderen auch ihren Erwartungswert maximieren.*

Sp = arg max Up(sp|S_p)
Die Schwierigkeit beim Bestimmen einer solchen optimalen Strategie ist, dass alle anderen

Spieler bereits eine Strategie ausgewdhlt haben miissen, was in der Praxis kaum zutrifft.

Nash Equilibrium

Das Rationalitdtsprinzip schreibt jedem Spieler vor, seine Strategie solange zu dndern, bis er
seinen Nutzen nicht mehr erh6hen kann. Hat jeder Spieler eine Strategie gefunden, mit der
sein Nutzen nicht mehr verbessert werden kann, entsteht ein Gleichgewicht. Dieses Gleichge-
wicht wird als Nash-Equilibrium bezeichnet, da der Mathematiker John Nash diesen Zustand

1950 erstmals festgehalten hat.

24 Liick und Weck 2008, S. 5
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Die sinnliche Bedingung eines Nash-Equilibriums ist die Zufriedenheit aller Spielparteien mit
der Wahl ihrer Strategie nach der Auszahlung. Wiirde ein Spieler seine Strategie bereuen und
diese wechseln wollen, so wiirden zukiinftige Spielpartien ein verandertes Ergebnis haben.

Nash betitelt diesen Fall als «eine instabile Losung»52¢

Mathematisch kann diese Bedingung als Erfiillung des Rationalitatsprinzips fiir alle Spieler

gleichzeitig aufgefasst werden. Der Strategienvektor S ist ein Gleichgewicht, wenn gilt: *7

S§=85"es,= argmaxUp(sp|S_p)Vp EP

Normalform

Die Normalform eines Spieles ist als Tripel (P, A, Up) definiert.”® Sie beinhaltet demnach alle
Spieler, deren Handlungsalternativen und die jeweiligen Auszahlungen. Soll ein Spiel gemass
Spieltheorie analysiert werden, so wird es immer zuerst in diese Form gebracht. Fiir ein Spiel
mit zwei Spielern wird die Normalform als Auszahlungsmatrix dargestellt, wobei auf den Ach-
sen jeweils alle Handlungsalternativen eines Spielers aufgelistet sind. Die Handlungsalternati-
ven eines Spielers, konnen als Spalten- bzw. Zeilenvektor aufgenommen werden, die gemein-

sam eine Matrix ergeben, welche die Auszahlungswerte angibt.

Zusatzliche Spieler oder Umstandsunterscheidungen fiihren jeweils zu einer weiteren Dimen-
sion und somit zu einer erschwerten Berechnung. Dreidimensionale Normalformen lassen sich
in Form eines Tensors darstellen. Bei zusdtzlichen Dimensionen ist eine Veranschaulichung

nicht mehr moglich, die mathematischen Operationen bleiben jedoch zulassig.

Extensivform

Die Extensivform berticksichtigt im Gegensatz zur Normalform die sequenzielle Abfolge von
Spielziigen. Sie wird in Form eines Spielbaums modelliert, welcher oftmals den Uberblick iiber
eine Spielsituation erleichtert. Bdume sind gemadss der Graphentheorie Graphen, die keine Zyk-
len aufweisen. Die einzelnen Punkte nennt man Knoten. Diese sind durch Kanten verbunden.
Ein Baum wird beginnend bei der Wurzel durchlaufen, wobei keine Riickwartsbewegungen
erlaubt sind. Bei jedem Knoten muss ein Spieler zwischen verschiedenen Handlungsalternati-
ven unterscheiden. Die Endpunkte sind die Blatter und reprasentieren jeweils den Auszah-

lungswert fiir einen bestimmten Track. 293°

25 Deulofeu 2016, S.120

26 Nash 1950, S.3

27 Liick und Weck 2008, S. 5

28 ] eininger und Amann 2008, S. 14
29 Loh 2010, S. 1ff
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Um auch simultane Situationen extensiv darzustellen, kann auf Informationsbezirke zurick-
gegriffen werden. Informationsbezirke sind ein Raum im Spielbaum, in dem sich ein Spieler zu
einem Zeitpunkt befindet. Umfasst ein Informationsbezirk mehrere Knoten, so muss der Spie-
ler seine Wahl treffen, obwohl er nicht weiss, wo er sich tatsiachlich befindet, denn er kennt die
Entscheidung des anderen Spielers nicht. Eine solche Gruppe von Knoten wird auch «Informa-
tionsset»?' genannt. Mit diesem Kunstgriff kann kiinstlich eine Reihenfolge erzwungen werden,

auch wenn eigentlich zur selben Zeit entschieden wird.

2.5 Kombinatorische Spieltheorie

Besteht eine Strategie, die mindestens dquivalent ist mit allen anderen Strategien, ist sie die

optimale Strategie s, € S,,. Dies trifft zu fiir eine Strategie des Spielers p, wenn:

Up(s;,S_p) > Up(sp,S_p) Vs, # s;; undVS_, €X_,

Existiert eine solche absolut dominante Strategie fiir alle Spieler, so kann das Spiel mit der
kombinatorischen Spieltheorie gelost werden. In der kombinatorischen Spieltheorie werden
Spiele behandelt, die fiir jeden Spielzug eine eindeutige beste Handlungsalternative aufweisen.
Solche optimalen Strategien s, € S, setzen genau auf eine Handlungsalternative und werden
deshalb als reine Strategie bezeichnet. Kann ein Spiel mit reinen Strategien gelost werden,
spricht man von einem «deterministischen Spiel»**. Ein deterministisches Spiel ist gekenn-
zeichnet durch einen Sattelpunkt. Dieser entspricht dem Auszahlungswert, der durch die rei-
nen Strategien repetitiv realisiert wird. Doch wie kann einem Spiel vorhergesagt werden, ob

reine Strategien vorhanden sind?

Bestimmtheitssatz

Der Mathematiker Ernest Zermelo hat sich am Anfang des 20. Jahrhunderts mit dieser Frage
beschaftigt. Er erorterte, ob das Schachspiel deterministisch sei. Unter Anwendung der Men-
genlehre ist er zum Schluss gekommen, dass dies zutrifft. Denn jeder Spieler konne unabhan-
gig vom anderen Spieler den Ausgang des Spiels erzwingen. Weiterhin wird bei fehlerfreier
Spielweise beider Spieler ein Resultat erreicht, welches konstant ist. Um seinen Bestimmtheits-

satz zu beweisen, hat Zermelo 1913 seine Theorie auf ein beliebiges Spiel erweitert.

30 Alos-Ferrer und Ritzberger 2008, S.217
3 Resnik 1987, S. 122
32 Deulofeu 2016, S. 94
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Er definiert fiinf Eigenschaften, die erfiillt sein miissen, um von einem deterministischen Spiel

zu sprechen.?3

L. Das Spiel wird von zwei Personen gespielt.

II.  Der Gewinn des einen Spielers ist gleich dem Verlust eines anderen Spielers.

III. Das Spiel endet nach einer begrenzten Zahl von Ziigen, und jeder Spieler hat im-
mer nur endlich viele Zugmoglichkeiten.

IV. Das Spiel weist perfekte Informationen auf, das heisst, alle Informationen tiber den
erreichten Spielstand liegen beiden Spielern offen.

V.  Es gibt keine zufilligen Einfliisse.

Weiter sagt der Bestimmtheitssatz aus, dass die Normalform deterministischer Spiele immer

die folgende Eigenschaft aufweist:34

Maximin = Minimax
Der Maximin- und Minimax-Wert nach Zermelo sind folgendermassen zu verstehen; das Ma-
ximin ist diejenige Strategie s,, die aus den kleinsten moglichen Auszahlungen die hochste

verspricht. Das Minimax ist diejenige Strategie s,,, die aus den hochsten moglichen Auszah-

lungen fiir den Gegenspieler die kleinste verspricht.?>

Determinismus im Pokerspiel

Es stellt sich die Frage, ob auch Poker ein deterministisches Spiel ist. Um dies zu beantworten,

kann das Pokerspiel auf die fiinf Bedingungen Zermelos tiberpriift werden:

I.  Der erste Faktor ist im Poker nicht zwingend gegeben, aber auch nicht ausgeschlossen.
Pokerrunden bestehen oft aus mehr als zwei Personen, aber das Heads-Up wiirde sich
gut eignen, da dieses immer von zwei Personen ausgespielt wird.

II. Der zweite Faktor ist im Poker erfiillt. Wenn ein Spieler eine gewisse Summe an Chips
verliert, miissen diese an den Gewinner der Wettrunde abgegeben werden. Es gibt keine
Situation, in der Chips «verloren», beziehungsweise dem Spiel entnommen werden.

III.  Der dritte Faktor ist teilweise passend. Zwar hat ein Spieler immer endlich viele Zugmog-

lichkeiten, doch das Spielende ist vor dem Spiel nicht definiert. Es endet erst, wenn einer

33 Bewersdorff 2018 nach E. Zermelo, S. 100
34 Bewersdorff 2018, S. 101
35 Deulofeu 2016, S. 98
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der Spieler alle Chips in seinen Besitz gebracht hat. Nach wie vielen Ziigen diese Situati-
on erreicht wird, variiert von Runde zu Runde stark. Um diese Schwierigkeit zu umge-
hen, konnte man zur Analyse eine Spielform verwenden, die mit einer kiinstlichen Regel
ein Ende definiert.

IV.  Der vierte Faktor trifft eher weniger gut auf Poker zu, denn jeder Spieler hat seine ver-
deckten Handkarten, die nur er sehen kann. Ein Spiel mit aufgedeckten Karten wiirde
seinen Anreiz verlieren und hatte die Charakteristika eines reinen Gliickspiels.

V. Auch der fiinfte Faktor ist nur massig geeignet. Mit jeder aufgedeckten Tischkarte wird
das Spiel vom Zufall beeinflusst und der Spielverlauf verandert. Diese Bedingung konnte
umgangen werden in einer Spielform, in der alle Karten vor den Wettrunden bereits be-
stimmt sind. So ware der Einfluss des Zufalls zwar nicht vernichtet, doch er wiirde vor

die aktive Phase verschoben sein.

Das Pokerspiel ist demnach kein deterministisches Spiel. Ein Sattelpunkt gibt es nicht und das
Konzept der reinen Strategien ist nicht anwendbar. Ein angepasstes Spielmodell konnte in eine
deterministische Form gezwungen werden, doch wiirde es seinen Reiz verlieren. Besonders ein

Spiel mit offenen Karten macht keinen Sinn.

2.5.1 Anwendungsheispiel - Gefangenendilemma

Das Gefangenendilemma eignet sich als Beispiel, um die Anwendung der kombinatorischen
Spieltheorie aufzuzeigen. Zwar hat das Gefangenendilemma keinen rein kooperativen Charak-

ter wie etwa Poker, doch die wichtigsten Identitdten bleiben bestehen.

Das Gefangenendilemma ist eine Entscheidungssituation zwischen zwei Parteien. Die Aus-
gangssituation sind zwei Verbrecher, Spieler A und B, die beide aus zwei Aktionen a und b
auswahlen konnen. Die beiden Tatverdachtigen werden einzeln verhort und kénnen nicht
miteinander kommunizieren. Sie miissen sich entscheiden zwischen a = Leugnen (schweigen)
oder b = Gestehen (den anderen verraten). Ihr Strafmass hdngt vom realisierten Strategienpaar

ab, das heisst, wie die beiden Spieler als Kollektiv gehandelt haben 3¢

Auszahlungsmatrix

Die Abbildung 5 zeigt die Normalform des Gefangenendilemmas. Jedes Feld der Matrix zeigt

die Auszahlungswerte fiir Spieler A und B in Abhdngigkeit des realisierten Strategienpaars. Ein

36 Leininger und Amann 2008, S. 7
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hoher Wert in der Matrix ist in diesem Fall dquivalent mit einer niedrigen Strafe und umge-

kehrt.

SPIELER B

a b

SPIELER A

Abbildung 5: Auszahlungsmatrix Gefangenendilemma (Quelle: Leininger und Amann, 2008)

Spielbaum

Die Abbildung 6 zeigt die extensive Form des Gefangenendilemmas als Spielbaum. Die Wurzel
ist die Entscheidung von Spieler A. Da im Gefangenendilemma eine simultane Entscheidung
vorliegt, muss fiir den Spieler B ein Informationsbezirk erstellt werden. Dieser weiss nicht, auf
welchem der beiden Knoten B er sich befindet. Die Kanten zeigen jeweils Handlungsalternati-

ven a und b und die Blitter zeigen die Auszahlungswerte.

Abbildung 6: Spielbaum Gefangenendilemma (Quelle: Leininger und Amann, 2008)

Strategie

Um das Spiel auszuwerten, muss fiir beide Spieler eine Strategie gefunden werden. Mit dem
Bestimmtheitssatz kann gepriift werden, ob das Spiel tatsichlich einen Sattelpunkt hat und
infolgedessen reine Strategien zuldsst. Bestimmt man den Minimax- und Maximin-Wert, so

ergibt sich:

Minimax = Maximin = 2
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Um dies auch nachvollziehen zu kénnen, kann man die Uberlegungen simulieren, die die bei-
den Spieler gemdss der Verhaltenshypothese machen miissen, um ihren Erwartungswert zu
verbessern. Da das Spiel symmetrische Auszahlungswerte aufweist, sind diese Uberlegungen
fiir beide Spieler identisch. Folglich reicht es, aus dem Blick eines Spielers zu analysieren, hier

aus Sicht des Spielers A:

Der Spieler A kann zwischen den Strategien a und b auswdahlen. Wahlt er a, so wiir-
de er, je nach B’s Entscheidung, entweder 4 oder 1 ausgezahlt bekommen. Wie wiir-
de Spieler B auf den Fall A habe a reagieren? Er wiirde die Strategie b wahlen, denn
so wiirde A’s Auszahlung von 4 auf 1 minimiert werden. Demnach unterliegt das
Strategienpaar (a,a) dem Strategienpaar (a,b). Wahlt Spieler A nun aber b, erzielt A
entweder die Auszahlung 2 oder 5. Spieler B wiederum, wiirde ebenfalls auf b set-
zen, um A’s Wert auf 2 minimieren. A wiirde somit 2 erhalten, weil Spieler B der
Strategie b, b entgegnen wiirde (Strategienpaar (b,b)). Wagt Spieler A die Strategi-
enpaare (a,b) und (b,b) gegeneinander ab, ist die Strategie b besser, weil der Aus-

zahlungswert dann 2 betriagt und nicht wie zuvor 1.3

Diese Erklarung verdeutlicht den Sattelpunkt (b,b) und damit auch die reinen Strategien b.

Beide Spieler miissen auf die dominante Strategie b zuriickgreifen.
s, = Strategie b (Gestandnis)

Dieses Beispiel zeigt den pessimistischen Charakter der Spieltheorie. Auf den ersten Blick
scheint es klar, dass das Strategien-Tupel (a,a) realisiert werden miisste, da dessen Auszah-
lungswerte hoher ausfallen als im Strategien-Tupel (b,b). Jedoch ist es wichtig zu erkennen,
dass eine dominante Strategie nicht «Pareto-optimal»® sein muss. Vielmehr geht es darum,
unter der Beriicksichtigung der Strategien aller Gegenspieler, den eigenen Gewinn zu maxi-

mieren.

Im Gefangenendilemma stellt das Strategien-Tupel (b,b) und somit das Auszahlungsfeld (2,2)
das Gleichgewicht nach Nash dar. Dieses Gleichgewichtsfeld ist per Definition die einzige
stabile Losung und reprasentiert deswegen den Wert des Spiels.3® Dieser Erwartungswert liesse

sich nur noch durch einen Fehler eines Spielers verandern.

37 Leininger und Amann 2008, S. 8
38 Leininger und Amann 2008, S. 17
39 Leininger und Amann 2008, S. 8
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2.6 Strategische Spieltheorie

Die strategische Spieltheorie ist ein weiteres Teilgebiet der Spieltheorie. Dabei stehen Spielsi-
tuationen im Vordergrund, die nicht mit reinen Strategien gelost werden konnen. Die strategi-
sche Spieltheorie ist sehr wichtig, um reale Konkurrenzsituationen zu analysieren, da in vielen
kompetitiven Umgebungen imperfekte Informationen vorliegen. Bisher konnten nur Spiele
mit Sattelpunkt gelost werden. Fiir Spiele ohne Sattelpunkt, sprich Maximin > Minimax, bie-
ten reine Strategien keine Losung. Denn dies wiirde bedeuten, dass ein Spieler ein kleineres
Minimum erwarten kann, als der andere zu verlieren erwartet. Eine dominante Strategie exis-
tiert nicht. Um das Spiel trotzdem zu 16sen, ist eine Erweiterung der bisher aufgefiihrten rei-

nen Strategie notig.

Gemischte Strategie
Die Losung dazu bieten gemischte Strategien. Anstelle einer reinen Strategie werden verschie-
dene Handlungsalternativen kombiniert. Eine gemischte Strategie m,, fiir Spieler p € P teilt

jeder Handlungsalternative a,, € A, eine Wahrscheinlichkeit q zu.

Die Wahrscheinlichkeiten g; miissen im Intervall [0,1] liegen und i € (1, ..., |Ap|) seien die
einzelnen verfligbaren reinen Strategien fiir einen Spieler. Die Summe aller g; muss immer 1

ergeben. 4°

|4p|

q1
)y

i=1

q; =1

Der grosse Unterschied zu reinen Strategien liegt darin, dass in gemischten Strategien die
Wahl der Handlungsalternative verdeckt bleiben muss. Bis anhin war dies nicht nétig, da eine
reine Strategie durch ihre Dominanz auch bei der Durchschauung durch den Gegenspieler
bestehen bleibt. Bei gemischten Strategien muss die tatsdachliche Wahl der Handlungsalterna-
tive dem Zufall iiberlassen werden, denn nur so kann ein Spieler sich vor jeglicher Ausnutzung
der Informationen vom Gegenspieler und somit auch vor einer Verkleinerung des Erwar-

tungswerts schiitzen.
Die Menge aller reinen Strategien S, ist eine Teilmenge aller gemischten Strategien M,,:

Spch

40 Liick und Weck 2008, S. 6
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Strategieraum

Alle zuldssigen Strategien konnen zusammengefasst als Simplex dargestellt werden. Es lasst
sich jede gemischte Strategie m, € M,, als Punkt im Einheitssimplex R betrachten. Der
Raum R“ ist die Menge aller moglichen gemischten Strategien M, und hat. 4, + 1 Ecken.
Jede Handlungsalternative fithrt zu einer zusatzlichen Achse. Auf der Abbildung 7 ist bei-

spielshaft ein Einheitssimplex fiir Spiele mit 3 Handlungsalternativen abgebildet.

s12(1,0,0)

Sgé(g. 1, 0)

52=(0,0,1)

Abbildung 7: Strategieraum als Einheitssimplex (Leininger und Amann, 2008)

Diejenigen Ecken, die sich auf einer Achse befinden {s;, s, s3}, sind gleichbedeutend mit den
moglichen reinen Strategien, da jeweils nur genau eine Handlungsalternative gewdhlt wird.
Alle weiteren Punkte im Diagramm, inklusive Ecken, die keine Achse tangieren, sind gemisch-

te Strategien.#

Simplex

Ein Simplex ist in der Geometrie eine «tetraedrische Region im Raum mit n Dimensionen»*.
Jeder Parameteri®" 43 fiihrt zu einer weiteren Dimension. Mit jedem zusatzlichen Parameter
figt man einen Punkt hinzu, den man kegelbildend mit den Ecken eines (n—1)-
dimensionalen Simplex verbindet. So entstehen mit zunehmenden Dimensionen: Punkt,
Strecke, Dreieck, Tetraeder, ... . Dies ist auch sinnvoll bei einer Anzahl Dimensionen, die un-
sere Wahrnehmung vom Raum ibertreffen, weil dennoch geometrische Analysen moglich

sind.4445

4 Leininger und Amann 2008, S. 26f

42 Weisstein, 2020

4 Hier: Anzahl Handlungsalternativen a,
44 Wikipedia, 2020

45 Bewersdorff 2018, S. 270
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Auszahlungen bei gemischten Strategien

Bei gemischten Strategien ergibt sich die Auszahlung aus der Summe aller Einzelauszahlungen

gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten, dass diese Handlungsalternative gewahlt wird.*

|4p|

Up(sp|S—p) = Z qi X Up(ap,|S-p)
i=1

Zudem bewiesen Nash und andere Mathematiker, dass in jedem Spiel mit endlichen Hand-
lungsalternativen ein Gleichgewicht in gemischten Strategien vorliegt.*” Demzufolge kann
immer eine gemischte Strategie gefunden werden, die das Rationalitatsprinzip fiir alle Spieler
erfillt. Eine gemischte Strategie, welche die hochstmogliche Auszahlung garantiert, ist die

optimale gemischte Strategie m,,.

*

p = argmax U, (s, |S_p)

m
Diese ist Element der Menge aller optimalen gemischten Strategien M.

* *
mpEMp

2.6.1 Anwendungsheispiel - Schere, Stein, Papier

Das jedem bekannte «Schere, Stein, Papier» ist geeignet, um die Gegenstande der strategi-
schen Spieltheorie zu verdeutlichen. Wie bereits beim Gefangenendilemma handelt es sich um
eine simultane Entscheidungssituation zweier Spieler. Die Abbildung 8 zeigt die Normalform

fiir das Spiel «Schere, Stein, Papier».

Spieler 2
Schere | Stein | Papier
Schere | 0;0 |-1;1| 1;-1
Spieler 1 | Stein 1;-1 1 0:;0 | -1;1
Papier | -1;1 | 1;-1| 0;0

Abbildung 8: Auszahlungsmatrix «Schere, Stein, Papier» (Quelle: Lick und Weck, 2008)

46 Liick und Weck 2008, S. 6
47 Lick und Weck 2008, S. 6



Theorie 29

Sattelpunkt

Das Spiel «Schere, Stein, Papier» hat keinen Sattelpunkt, da der Maximin-Wert (—1) kleiner ist
als der Minimax-Wert (1). Alle reinen Strategien werden teilweise dominiert von einer ande-
ren Strategie. Deshalb fiihren reine Strategien in diesem Beispiel zu keinem Gleichgewicht und
wiirden nur einen Erwartungswert von —1 zulassen. Infolgedessen muss auf gemischte Strate-

gien zuriickgegriffen werden.
Um dies zu verdeutlichen hilft die folgende Betrachtung:

Spieler 1 kann sich mit einer reinen Strategie nur einen Auszahlungswert von —1 erhoffen, da jede
seiner Handlungsalternativen durch eine Antwort des Gegenspielers auf —1 minimiert werden
kann. Spieler 2 wiederum mdtisste wiederum von einer Auszahlung 1 fiir Spieler 1 ausgehen, da er

mit einer beliebigen reinen Strategie dieses Resultat nicht ausschliessen kann.

Gemischte Strategie

Dem Rationalitatsprinzip entsprechend ist die optimale gemischte Strategie m,, gesucht. Es gilt

die Wahrscheinlichkeiten g; zu bestimmen, welche die Auszahlung U, maximiert. Da drei

q1
my, =| 492
qs

Die Normalform legt nahe, dass nur die gleichmdssige Wahl der drei Handlungsalternativen

Handlungsalternativen vorhanden sind:

zielfithrend ist, da sich die Auszahlungen symmetrisch verhalten. Es liegen pro Spalte und Zei-

le dieselben Auszahlungswerte vor, einzig die Reihenfolge ist vertauscht. Demnach:

q1 = 42 = Q3

Da zudem nach Definition die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben muss, lasst sich

q1
my {| 92
qs

sagen:

q1 =492 = Q3 022?’:1%‘:1

Infolgedessen:

q123 = 3
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Diese gemischte Strategie entspricht der Gleichgewichtsstrategie, sie fithrt zu einem Erwar-
tungswert von 0. Die Spieler miissen mit einer Gewichtung q zufillig zwischen den Hand-
lungsalternativen auswahlen, wobei in diesem Beispiel eine Gewichtung von 1:1: 1 gilt.*® Ent-
sprechend den Gleichgewichtsstrategien ndhert sich die Auszahlung des Spiels langfristig dem
Wert 0 an, was dem Wert des Spiels entspricht. Im Spiel «Schere, Stein, Papier» hat sich die
Gewichtung der Handlungsalternativen intuitiv ergeben. Im ndchsten Kapitel wird ein allge-
meines Losungsverfahren vorgestellt, mit dem ein beliebiges symmetrisches Spiel gelost wer-

den kann.

2.7 Das Losen eines symmetrischen Spieles

2.7.1 Symmetrische Spiele

Bereits im Kapitel 2.6.1 wurde am Beispiel «Schere, Stein, Papier» ein symmetrisches Spiel ge-

zeigt. Nun soll die allgemeine Definition eines symmetrischen Spiels erfolgen:

Die Gleichgewichtsstrategie nach Nash muss in einem symmetrischen Spiel fiir alle
Spieler gleich sein.* Der Wert des Spiels im Gleichgewicht muss 0 betragen und
lasst deshalb fiir beide Spieler keine positiven Gewinnerwartungen zu. Sobald eine
gemischte Strategie demnach eine Auszahlung von mindestens 0 einbringt, ist diese

zwingend optimal.>°

Werden symmetrische Spiele dargestellt, so kann man von einer Normalform mit jeweils ge-
gensdtzlichen Auszahlungen ausgehen. Die allgemeine Normalform eines symmetrischen Spie-
lers gestaltet sich gemdss der Abbildung, wobei in diesem Fall ein Spiel mit 3 Handlungsalter-

nativen pro Spieler gewdhlt ist. Diese Anzahl konnte beliebig erweitert werden.

‘ Schwarz wiihit ... 1 2 3 ‘
|Weif} wiihit ... = _J
‘ 1 0 a -b
2 -a 0 C
5 3 b . -c 0

Abbildung 9: Auszahlungsmatrix eines allgemeinen symmetrischen Spiels (Quelle: Bewersdorff, 2018)
Symmetrische Spiele haben durch ihre Definition eine zentrale Eigenschaft, die der Mathema-

tiker Emile Borel entdeckte. Mischt ein Spieler seine reinen Strategien mit den Wahrschein-

48 Bewersdorff 2018, S. 249
49 Liick und Weck 2008, S. 6
50 Bewersdorff 2018, S. 254
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lichkeiten {ql, ] Ap|}, so missen die Gewinnerwartungen gegen die gegnerische Partei min-

destens gleich 0 sein. Mathematisch kann dies als eine Reihe von Ungleichungen aufgenom-

men werden. Fiir die Matrix in Tabelle gilt:>'
—aq, + bg; =0
+aqq —cqz3 =0

—bq;, + cq, =0

Unter den Bedingungen:

Vgqg=0

G1+q,+tq3=1
2.7.2 Minimax-Satz

John von Neumann hat Borels Untersuchungen weitergefithrt und darauthin den Minimax-
Satz definiert. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung der von Zermelo eingefiihrten Iden-
titat in Kapitel 2.5. Neumann definiert den Maximin-Wert neu als das Optimum, das Spieler 1
erreichen kann, wenn ihn Spieler 2 durchschaut hat. Analog dazu steht der Minimax-Wert fiir
das Optimum, das Spieler 2 erreichen kann, wenn ihn Spieler 1 durchschaut. Die wichtige Er-
kenntnis, die er daraus zieht, ist der Trick, die Gleichheit beider Werte zu erzwingen, indem
die Spieler «in einer konkreten Partie [mit dem Faktor g;] zufdllig [zwischen den Handlungsal-
ternativen]| auswahlen»>*. Mit dieser Idee, die die Grundlage von gemischten Strategien dar-
stellt, kann auch ohne vorhandene reine Strategien ein Gleichgewicht nach John Nash gefun-
den werden. Neumann schldgt vor, dass jedes Nullsummenspiel solche Minimax-Strategien
voraussetzt. Dabei seien die Anzahl der Spieler nicht relevant, wobei Spiele mit zwei Spielern

einfacher losbar sind.

2.7.3 Losungsverfahren

John von Neumann vermutete bereits, dass das Losen von Zwei-Personen-Nullsummenspielen
dquivalent sei mit der linearen Optimierung. Dies bestatigte sich spater und legte deshalb na-

he, dass auch solche Spiele als lineare Optimierungsaufgaben angesehen werden konnen.

st Bewersdorff nach Emile Borel, S. 254
52 Bewersdorff nach John von Neumann, S. 257
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In der linearen Optimierung kann beispielsweise die Produktion eines Unternehmens opti-
miert werden, indem man verschiedene Produkte und deren dazu bendétigte Ressourcen be-
trachtet. Die verschiedenen Produkte sind die Parameter. Die Produktionsfaktoren, stellen
jeweils eine Nebenbedingung in Form einer Ungleichung dar. Alle Punkte, die alle Nebenbe-
dingungen erfiillen, kdnnen in einem Koordinatensystem mit ebenso vielen Achsen wie Para-
meter gekennzeichnet werden. Der so eingegrenzte Losungsraum ist ein Simplex. Um die op-
timale Produktion zu erkennen, muss der Punkt mit dem gréssten Uberschusswert gefunden
werden. Gesucht ist demnach der Punkt mit dem grossten Ortsvektor des Ursprungs. Der op-
timale Punkt liegt immer in einer Ecke, da ansonsten durch eine Verschiebung der Parameter

zwingend ein hoherer Uberschusswert gefunden werden kann.

Dieses Prinzip kann 1:1 auf Nullsummenspiele angewendet werden. Statt Produkten sollen
nun die optimalen gemischten Strategien gefunden werden, die somit ein Gleichgewicht be-
wirken. Die Handlungsalternativen koénnen als zu optimierende Parameter aufgenommen
werden und mit dem Ungleichungssystem von Borel konnen die Nebenbedingungen definiert

werden.

Die eigentliche Optimierung kann mit verschiedenen Losungsverfahren erfolgen. Die ge-

brauchlichste ist der sogenannte Simplex Algorithmus von George Dantzig.5

2.7.4 Simplex Algorithmus

Der im Allgemeinen als Simplex-Verfahren bekannte Algorithmus von Dantzig wird in der
Spieltheorie haufig auch als MaxiMin-Algorithmus bezeichnet.5* Das Verfahren basiert auf der
geometrischen Betrachtung des Simplex-Losungsraums.>> Man macht sich zu Nutze, dass das
Optimum immer auf einer Ecke liegen muss. Dabei wird vom Ursprung aus den Kanten ent-
lang von Ecke zu Ecke bewegt, wobei immer gepriift wird, ob eine Erh6hung der Auszahlung
erreicht wird. Ist dies nicht der Fall bewegt man sich zuriick auf die letzte optimierte Ecke.
Kann kein besserer Wert mehr erreicht werden so befindet man sich auf dem Optimum. Diese

Bewegung ist im eigentlichen Sinn die Anderung jeweils eines Parameters. 5°

Das Prinzip des Simplex-Algorithmus soll nun beispielhaft am allgemeinen symmetrischen
Spiel aus Kapitel 2.7.1 gezeigt werden. Die Parameter sind die verschiedenen Wahrscheinlich-

keiten g. Diese sollen ausgehend von q; = g, = q3 = 0, Schritt fiir Schritt bis zum Zielwert

53 Bewersdorff 2018, S. 267-272

54 Liick und Weck 2008, S. 12

55 Fiir eine Definition eines Simplex siehe Kapitel 2.6. In der Spieltheorie ist der Simplex-Raum die Menge
aller moglichen gemischten Strategien.

56 Bewersdorff 2018, S. 271-275
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optimiert werden. Dieser Zielwert Z ist in klassischen linearen Optimierungsaufgaben die zu
optimierende Gleichung. In der Spieltheorie ist dieser Zielwert die Summe aller Handlungsal-
ternativen, womit der Zielwert von Z = 1 bereits bestimmt ist. Fiir das Beispiel gestaltet sich
der Zielwert folgendermassen:
Z=q1+qx+qz3=1

Wichtiger als der Zielwert selbst, sind in der Spieltheorie die verschiedenen Parameter g;, die
unter der Erfiilllung der Nebenbedingungen den Zielwert erreichen. Die Nebenbedingungen
sind das Ungleichungssystem, dass durch die Symmetrie des Spiels gegeben ist. Sind sie erfiillt,
so erhdlt man zwingend die bestmdgliche Auszahlung. Weiter konnen die Nebenbedingungen
mit dem Einfithren von Schlupfvariablen in Gleichungen umgewandelt werden. Diese sind
einfacher zu 16sen als Ungleichungen. Hier sind die Nebenbedingungen zu Gleichungen erwei-

tert mit den Schlupfvariablen [x;, x3].

X = —aqz + bgs

X = +aq —Cq3

x3 = —bqy + cq

.qg1=20,q,=20,q3=20,x; 20,x, 20,x3 =0

Kombiniert man den Zielwert mit den Nebenbedingungen so ergibt sich:’

Z=q1tq;tq3

X = —aq; + bgs

Xy = +aq —Cq3

x3 = —bq; + cq;

Dieses System kann mit dem Simplex-Algorithmus gelost werden. Es gilt das folgende Schema

anzuwenden:

57 Bewersdorff 2018, S. 272-275
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—> Suche eine Variable, die durch ihre Vergrésserung den Zielwert steigert.

Lose die begrenzende Gleichung nach dieser Variable auf.

@ Repetiere den Prozess

Setze die aufgeloste Gleichung in die anderen ein.

@ Suche die Gleichung, die die Vergrésserung der Variable begrenzt.

Abbildung 10: Rechnungsprozess des Simplex-Verfahrens

Ist keine weitere Vergrosserung des Zielwerts moglich, ist das Optimierungsproblem gel6st. In
der Spieltheorie konnen die erhaltenen Werte tiberpriift werden, da der Zielwert zwingend 1
sein muss. Die erhaltenen Wahrscheinlichkeiten q entsprechen der Gleichgewichtsstrategie fiir

alle Spieler, weil es sich um ein symmetrisches Spiel handelt.
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3 Methode

3.1 Spielregeln

Als erstes habe ich mir vorgenommen, die wichtigsten Spielregeln und den Ablauf des Texas
Hold’em Poker zusammenzufassen, um eine Basis fiir die anschliessenden Berechnungen zu
haben. Um fachgerecht zu erkldren, habe ich mich am Buch «Poker-Schule Texas Hold'em»

von Markus Miiller orientiert. 58

Texas Hold’em Poker wird mit einem klassischen franzosischen Kartenset gespielt, ein Deck be-
steht aus 52 Karten. Dabei gibt es vier Farben mit jeweils 13 Karten, diese reichen von zwei bis
Ass. Das Ziel ist es, ein besseres Blatt als die Gegner zu haben oder sie davon zu iiberzeugen, dass
man eines hat, ein sogenannter «Bluff». Die Spieler erhalten zu Beginn jeder Runde zwei Hand-
karten. Diese werden kombiniert mit fiinf Tischkarten, die im Verlauf der Runde aufgedeckt wer-
den und fiir alle Spieler gelten. So werden die fiinf besten Karten zu einem Blatt kombiniert. Auf
der Abbildung 11 auf der ndchsten Seite sind die verschiedenen méglichen Bldtter abgebildet, wo-

bei oben jeweils weiter unten schldgt.

Hat man die zwei eigenen Handkarten einmal erhalten, versucht man, sich in mehreren Runden
gegen die Gegner durchzusetzen. Man wettet also sozusagen auf seine eigenen Karten. Anfangs
liegen noch keine Karten in der Mitte. Im Verlauf der Runde werden dann insgesamt fiinf Karten
vom Stapel aufgedeckt; zuerst drei «Flop», dann jeweils eine «Turn» & «River». Die Spieler, deren
Ziel es ist, den Pot (Wetteinsatz aller Spieler) zu gewinnen, kommen der Reihe nach zum Zug und

konnen aus folgenden verschiedenen Aktionen auswdhlen:

BET: Dies ist die erste Wette einer Runde. Ein Spieler erh6ht den Pot um eine gewisse Anzahl.

Alle anderen Spieler miissen entscheiden, ob sie mitkommen oder aufgeben.
CALL: Der Spieler kommt mit und gleicht die Wette eines vorherigen Spielers aus.

FOLD: Der Spieler gibt auf und muss seine Karten an den Dealer abgeben. Er hat somit kein An-

recht mehr auf den Pot.

CHECK: Der Spieler setzt nichts und schiebt an den ndchsten Spieler weiter. Dies ist nur méglich,

wenn kein Spieler zuvor den Einsatz erhéht hat.

58 Miiller 2007, S. 18-22
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RAISE: Der Spieler gleicht zuerst die BET aus und erhéht gleich nochmal den Einsatz. Wie viel

mindestens und héchstens gewettet werden darf, variiert je nach gespieltem Modus.

(Blatt Erklarung Bei zwei gleichen\
gewinnt
‘el 0@ g }.n- * || Royal Flush
...‘3! . @ : | ¢ ’ 10, Bube, Dame,
¢4 &if| Fieif| &el| Wies{ Konig und Ass in ej-
ner Farbe
YT .4‘4‘ i."q N .{ Straight Flush Wert der
v olaaliaTaliae '343) funf aufeinanderfol- | Endkarte
v VY Y v '5!' ¥:| gende Karten in einer
Farbe
:": g v ov a8 Four of a Kind Wert des hochs-
[ a% || 9V9 || a®a e e
B EXIERIER (Vierling) ten Vierlings
¢ difl ¥l ATA ¥ vier gleiche Karten
‘&l vl o iaix |lvpy || Full House Wert des héchs-
Ji"‘,,:l' M‘A Lk, @ @ drei gleiche Karten & | ten Drillings
L¥ ¥l A Af] ¢ | BTvi| A841 swei gleiche Karten
o llia s iw{&:i" N :‘: Fjush P Wert der hochs-
} T .:6,_.1'1 : : :.: funf beliebige Karten |ten Karte
S B “!in einer Farbe
v Vi & e : : :,: Straight (Strape) Wert der hochs-
| & Al T A0 ava +,+ || funf aufeinanderfol- | ten Karte
& 45| ¥j|v ¥][4 &4 ¢ %l sende Karten in be-
liebigen Farben
v wika oo o Three of a Kind Wert des hochs-
[aallewieo (Drilling) ten Drillings bzw.
L& A ¥ | ¢ ¢ drei gleiche Karten | der hochsten
Beikarte
Two Pairs Wert des hochs-
(zwei Paare) ten Paares bzw.
zweimal zwei gleiche | der hochsten
Karten Beikarte
One Pair (ein Paar) | Wert des hochs-
zwei gleiche Karten ten Paares bzw.
ST e der hochsten
¢ Beikarte 2)

Abbildung 11: Die Pokerblatter und ihre Rangfolge (Quelle: Muller, 2007)

Insgesamt wird vier Runden lang gewettet. Einmal Pre-Flop, einmal nach dem Flop und je einmal
nach dem Turn und River. Falls im Verlauf dieser Runden alle Spieler folden, weil sie nicht bereit
sind, die Wette eines Mitspielers zu bezahlen, gewinnt dieser den Pot. Wenn bis am Schluss je-
doch noch mehrere Spieler dabei sind, kommt es zu einem «Showdown». Dies bedeutet, dass die
Karten aufgedeckt werden und der Spieler mit dem besten Blatt ausgemacht wird, dieser gewinnt

den Pot.

Das Ende des Spiels hdangt von der Spielform ab, man unterscheidet zwischen Cash Game und
Turnier. In Letzterem zahlt man einen vorgegebenen Starteinsatz und versucht damit, bis am

Ende durchzuhalten. Wer seinen Einsatz verloren hat, der scheidet aus. So geht es weiter, bis
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ein einziger Spieler tibrigbleibt, welcher das Spiel gewinnt. Die Gewinnverteilung erfolgt unter
den Spielern, die bis zu den Gewinnrangen durchgehalten haben, alle anderen verlieren ihren
gesamten Einsatz. Bei einem Cash Game hingegen kann man jederzeit dazu stossen oder seine
restlichen Chips auszahlen lassen. Es ist also auch moglich, dass Spieler mit unterschiedlichen

Betragen einsteigen.>®

3.2 Projekt 1: Wahrscheinlichkeit im Pokerspiel

Anfanglich hatte ich das Ziel, mich in die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die ebenfalls einen
Unsicherheitsfaktor im Pokerspiel darstellt, zu vertiefen und dadurch eine Strategie vorzu-
schlagen. Im Verlauf der Bearbeitung und Recherche musste ich jedoch einsehen, dass diese
Methode nicht zielfiihrend sein wird. Einerseits bietet die Spieltheorie bessere Mdoglichkeiten,
ein komplexes Spiel zu erforschen und andererseits geriet ich bereits bei der Berechnung der
Blattwahrscheinlichkeiten in eine Sackgasse. Das bereits bessere Verstandnis des Sachverhalts
und der Spieltheorie ermoglichte es mir zu diesem Zeitpunkt, den Fokus der Arbeit anzupas-

sen.

Im Anhang sind dennoch meine Erkenntnisse im Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung
geschildert. Es wird gezeigt, wie ich mithilfe des Programms Microsoft Excel die Wahrschein-
lichkeiten von bestimmten Bldttern berechnen wollte und welche Schwierigkeiten sich erga-
ben. Diese Schilderung ist insofern wichtig, da ich mir dadurch ein tieferes Verstandnis, des
Programms Microsoft Excel und des behandelten Spiels, aneignen konnte. Dieses Projekt hat
jedoch keinen Einfluss auf die These und stellt einen Exkurs dar. Sollte dies fiir den Leser nicht

relevant sein, so kann er den Teil | im Anhang ignorieren.

3.3 Projekt 2: Die Notwendigkeit des Bluffs

3.3.1 Zielsetzung

Das zweite Projekt geht direkt auf die Fragestellung ein und soll die Notwendigkeit des Bluffs
beweisen. Zu diesem Zweck wird ein eigenes Spielmodell erschaffen, welches moglichst nahe
am tatsachlichen Texas Hold’em Poker liegen soll. Das Modell muss ein Zwei-Personen-
Nullsummenspiel sein, sodass es anhand des, in Kapitel 2.7 prasentierten, Losungsverfahrens

gelost werden kann. Es gilt anschliessend, fiir das eigene Spielmodell die Gleichgewichtsstrate-

59 Miiller 2007, S. 8f



Methode 38

gien zu bestimmen und diese auf das Enthalten des Konzepts Bluff zu priifen. Um die Not-
wendigkeit des Bluffs zu beweisen, muss gezeigt werden, dass die Menge aller gemischter op-

timaler Strategien eine Teilmenge aller Strategien ist, die einen Bluff enthalten.

?
M, S M,(Bluff) .fur eigenes Spielmodell

3.3.2 Bluff

Um die Gleichgewichtsstrategien auf Bluffs iiberpriifen zu konnen, muss zuerst eine Definition
des Begriffs erfolgen. Damit die gesetzte Bedingung als bewiesen erklart werden kann, muss

mindestens einer der zwei Punkte vorliegen.

Unter dem Begriff «Bluff» versteht man ganz allgemein die Moglichkeit, mit entsprechenden
Handlungen eine Gegebenheit vorzutdauschen. Auf das Pokerspiel iibertragen bedeutet «Bluff»
demnach die Mdglichkeit eines Spielers mit seinen Spielaktionen ein Blatt vorzutdauschen, wel-
ches er nicht besitzt. Zusammenfassend gibt es fiir einen Spieler zwei Griinde, dieses Konzept

anzuwenden:

1. «bei (wirklicher) Schwache den (falschen) Eindruck von Starke erwecken»®

2. «bei (wirklicher) Starke den (falschen) Eindruck von Schwache zu erwecken»

Im ersten Szenario gibt ein Spieler vor, gute Karten zu haben und versucht mit Wetteinsédtzen
einen Showdown zu verhindern. Im zweiten Szenario gibt ein Spieler vor, schlechte Karten zu
haben und versucht durch eine passive Spielweise moglichst wenige Spieler zum Aussteigen zu
bewegen. In beiden Fillen ist das Ziel, den Gegner zu tduschen. In dieser Arbeit soll der erste

Fall untersucht werden, da dieser den allgemein bekannten Bluff reprasentiert.

3.3.3 Reflektion des Poker-Modells Bewersdorff

Jorg Bewersdorff hat in seinem Buch ein interessantes vereinfachtes Poker-Modell prasentiert
und dieses ausgewertet. Dieses dient als Grundlage fiir mein eigenes Modell. In einem ersten
Teil wird sein Modell erklart und nachvollzogen. Anschliessend hinterfrage ich das Modell und

widme mich allfdlligem Verbesserungspotential.

Aufbau

Seine Spielsituation gestaltet sich folgendermassen:®>

60 Bewersdorff 2018, s. 236
o1 Bewersdorff 2018, s. 236
62 Bewersdorff 2018, S. 263 ff
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e Zwei Spieler
¢ Beide Spieler miissen einen Grundeinsatz von 8 Einheiten setzen
e Sie erhalten von ihrem eigenen unabhdngigen Kartenstapel je eine Karte, diese ist ent-
weder tief oder hoch (T/H)
e Spieler 1 kann wahlen zwischen:
o Passen - Sofortiger Showdown um 8
o Einsatz von 8 auf 12 erh6hen
o Falls Spieler 1 erhoht, kann Spieler 2 wéahlen zwischen:
o Passen — Spieler 2 verliert 8

o Einsatz von 12 begleichen - Showdown um 12

Die Spielregeln lassen sich in einem Entscheidungsbaum veranschaulichen:

Kartenverteilung und
Mindesteinsatz von 8

Spieler 1 ... ... passt

Showdown
um 8

Spieler 2 ... ... passt ... zieht nach zum Sehen
Spieler 1 Showdown
gewinnt 8 um 12

Abbildung 12: Entscheidungsbaum des Pokermodells von Bewersdorff (Quelle: Bewersdorff, 2018)

Das Spiel erlaubt beiden Spielern vier verschiedene Handlungsalternativen. Der erste Buchsta-
be steht jeweils flir die Aktion beim Erhalten der tiefen Karte T, der zweite Buchstabe fiir die
Aktion beim Erhalten einer hohen Karte H. Man gehe davon aus, beide Spieler haben ihre Stra-

tegie bereits vor dem Erhalten festgelegt.
Spieler 1: PP, PE, EP, EE

Fiir beide Kartenhohen kann der Spieler 1 entscheiden, ob er seinen Einsatz erhoht oder passt.

So ergeben sich vier Kombinationen.
Spieler 2: PP, PS, SP, SS

Spieler 2 kann fiir beide Kartenhohen entscheiden, ob er den Einsatz auf 12 ausgleichen will
oder nicht. Falls Spieler 1 sich fiir passen entscheidet, liegt fiir Spieler 2 keine Entscheidung
vor. Dennoch muss er im Rahmen der Spieltheorie bereits vor diesem Ereignis eine Hand-

lungsalternative wahlen.
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Normalform

Die Gestaltung der Normalform ist in diesem Spiel komplexer als in den Beispielen zuvor, da
mit der zufdlligen Kartenverteilung eine externe Wahrscheinlichkeitsvariable in das Spiel auf-
genommen wird. Deswegen wird eine Umstandsunterscheidung notwendig, die gemdss dem
Unterkapitel Normalform in Kapitel 2.4 eine weitere Ebene erfordert. Und fiihrt, wie es auch
ein zusdtzlicher Spieler tun wiirde, zu einem Tensor statt einer Bimatrix. Diese Umstandsun-
terscheidung kann gemadss der Spieltheorie auch als Spieler verstanden werden, der das Ziel

verfolgt, die Karten moglichst zufdllig zu verteilen.

Mit einem Trick kann dennoch eine gew6hnliche Matrix erstellt werden. Die Spieler miissen in
ihren Strategien eine Handlungsalternative fiir beide Fille aufnehmen und werden somit nicht
von der eigentlichen Karte beeinflusst. In einer eigenen 4 X 4 Matrix werden alle mdglichen
Kartenverteilungen simuliert und ausgewertet. Da alle Kartenverteilungen mit derselben
Wahrscheinlichkeit eintreffen, konnen diese ohne einen zusatzlichen Faktor summiert wer-
den. Diese Summe entspricht dem durchschnittlichen Auszahlungswert beim Aufeinandertref-
fen zweier Handlungsalternativen. Dieser Wert wird schliesslich in alle Felder der Matrix ein-
getragen. Diese neu erstellte Matrix nenne ich forthin Major-Matrix. Die Abbildung 2 zeigt
die Normalform als Major-Matrix mit beispielhaft aufgefiihrten Fallsimulationen. Um die Aus-
zahlungswerte zu vereinfachen, teilt Bewersdorff die Werte mit dem Divisor 4, was in diesem

Modell durch die bestimmten Spielregeln aufgeht.

T : Lfi_A__SPie_lgr—z— """"
| el 'SP S8 N:S  H:S
‘ ;PP! X - 0 0 N:rf 0 -8
ety ) i 3 [ & HE| 12 0
ler 1 EPi 6 1 4 -1
EE| 8 1 7 0
| _ AN
N:S H:P
N:E| 0
HE |12

Abbildung 13: Normalform des Pokermodells von Bewersdorff (Quelle: Bewersdorff, 2018)

Elimination dominierter Strategien

Analysiert man diese Matrix, stosst man auf einige Gegebenheiten. Zum einen ist das Spiel
unfair; der Wert des Spiels betrdgt nicht 0, Spieler 2 kann sogar nur in einem einzigen Fall ei-
nen positiven Wert einfahren. Des Weiteren werden nach dem Prinzip aus Kapitel 2.4 je zwei

reine Strategien dominiert:
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Fiir Spieler 1:

L Up(sz};E' S—p)

v

Up(sh?,S_,) .VS_,€X_,
L. Uy(sEE,S_p) = Up(sEf,S_,) .VS_p, €3,

Fiir Spieler 2:

L Uy(sh?,S_p) = Up(shS,S_p) .¥S_,€X_,
L Up(spf.Sp) = Up(sps,5-p) VS_, €2,

Dominierte Strategien finden auch in gemischten Strategien keine Anwendung, da ihr Anteil
immer von einer dominierenden Strategie iibernommen werden kann. Deswegen kénnen do-
minierte Strategien aus der Matrix ausgeschlossen werden. Wird dies angewendet, ergibt sich

die Matrix in Abbildung 14.

i’ | Spieler 2

Abbildung 14: Vereinfachte Normalform des Pokermodells von Bewersdorff (Quelle: Bewersdorff, 2018)

Gleichgewicht

Die vorliegende Normalform kann nur mit gemischten Strategien gelost werden. Da in der
vereinfachten Matrix zudem ein symmetrisches Spiel entstand, miissen die Gleichgewichtsstra-
tegien fiir alle Spieler gleich sein. Die Analogie der summierten Werte pro Spalte und Zeile
sagt zudem eine gemischte Minimax Strategie mit 1: 1 Zufallsverhdltnis voraus. Wie bereits im
Anwendungsbeispiel «Schere, Stein, Papier» in Kapitel 2.6.1, ergibt sich so das Gleichgewicht,

ein weiteres Losungsverfahren ist nicht nétig. Demnach fiir beide Spieler:
. _ (T _ (1/ 2)
Mp = (q2) - (1/2
Der Wert des Spiels betragt 0.5.

Reflektion

Sowohl Spieler 1, als auch Spieler 2 miissen in einer Gleichgewichtsstrategie bei einer tiefen
Karte zu 50 % mitgehen, beziehungsweise erhohen. Bereits ein solch einfaches Spielmodell
zeigt indes die Notwendigkeit des Bluffs. Jedoch werden durch die gewdhlten Spielregeln eini-
ge Charakteristika des Pokerspiels nicht differenziert genug betrachtet. Ich habe mir deshalb

uberlegt, wie dieses Modell ausgebaut werden konnte, um naher an der Realitat zu liegen.
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Einige Faktoren lassen sich kaum verdndern. Ein Spiel mit drei Spielern etwa, wiirde das Spiel
enorm erschweren und somit das Niveau einer Maturarbeit {ibersteigen. Zudem ist ein Spiel
mit zwei Spielern durchaus realitdtsgetreu, da dies dem Heads-Up entspricht. Die Kartenanz-
ahl hingegen konnte erhoht werden. Bei einem Spiel mit bloss zwei Karten, geht die Moglich-
keit verloren, eine Karte zu haben, die sowohl siegen als auch verlieren konnte. Weiterhin ist
es nicht passend, dass in Bewersdorffs Modell sogar mit einem «Fold» ein Showdown erzwun-
gen werden kann. Es wdre besser geeignet, eine reale Blindstruktur einzufiihren, die beiden

Spielern einen Einsatz vorgibt, den sie durch das Aussteigen verlieren.

3.3.4 Eigenes Modell

Im Modell von Bewersdorff sind doch einige Spielregeln stark vereinfacht und verleiten zu
einem Spiel, das die typische Struktur des Pokerspiels verliert. Deshalb habe ich mich dazu
entschieden, fiir den Beweis ein eigenes Spielmodell zu erstellen, das ndher am eigentlichen
Pokerspiel liegt. Es soll ein Spiel sein, das sich am Modell Bewersdorff orientiert, aber dessen
Schwachen ausmerzt. Jedoch fiihrt jede Aufthebung einer Approximation zu einer stark ver-
grosserten Normalform. Deshalb musste ich mit weiterhin moglichst vielen Approximationen
eine moglichst realitdtsgetreue Spielversion erstellen, was mich zu einigen Kompromissen ge-

zwungen hat.

Ich habe mich entschieden, das Modell auf Microsoft Excel umzusetzen. Dieses Kapitel zeigt
die mathematischen Uberlegungen hinter dem Erstellprozess des Modells. Die Umsetzung auf
Microsoft Excel ist im Anhang vorzufinden. Das Spiel musste in eine Normalform gebracht
werden, um eine Losung auf spieltheoretischer Ebene zu erméglichen. Die finale Normalform

des Spielmodells als Matrix ist in den Resultaten in Kapitel 4 aufgefiihrt und erklart.

Spielaufbau

Mithilfe der Reflektion des vorherigen Spielmodels habe ich ein eigenes Poker-Modell erstellt.
Es soll so gut wie moglich ein Heads-Up reprdsentieren. Ich habe mich fiir ein Modell mit rea-
ler Blindstruktur entschieden. Spieler 1 ist der «Small-Blind» und Spieler 2 der «Big-Blind». Fiir
Spieler 1 gilt es, den Einsatz zu verteidigen. Er kann entweder folden, verliert damit aber seinen
Einsatz, da Spieler 2 mit dem Big-Blind von 2 bereits mehr geboten hat, callen und damit einen
Showdown um je 2 erzwingen oder auf 4 raisen, womit dann Spieler 2 an die Reihe kommt.
Spieler 2 kann seinerseits folden und verliert damit seinen Einsatz von 2 oder callen und somit

einen Showdown um je 4 herbeirufen. Die Abbildung 15 zeigt das Modell als Spielbaum.
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Spieler 1
[ FoldF | [ callc | [ Raise R |
7 = S o
Spieler 1 verliert 1 Showdown um 2 Spieler 2
% e o AR
!,:_Fm;r'(f’"“:"‘:‘5?»-‘_?"5 K | FO'df | I Call - I
Spieler 2 verliert 2 Showdown um 4

Abbildung 15: Entscheidungsbaum des eigenen Pokermodells
Am Anfang jeder Runde erhalten die Spieler jeweils zufallig eine Karte. Dabei gibt es drei Kar-
tenhohen; Hoch H, Mittel M und Tief T. Im Fall eines Showdowns gewinnt die bessere Karte

den gesamten Einsatz. Sind die Karten gleich, so nimmt jeder Spieler seinen Einsatz zuriick.
Um die These zu bestatigen, muss eine optimale gemischte Strategie fiir Spieler 1 mit einer
Wahrscheinlichkeit von > 0 bei tiefer Karte einen Raise vorsehen.

Approximationen

Das Spielmodell beinhaltet Approximationen, um das tatsachliche Pokerspiel zu vereinfachen
und damit die Berechnung der Gleichgewichtsstrategien zu erméglichen. Hier folgt eine Liste

mit allen Approximationen:

e Zwei Spieler

Beide Spieler bekommen eine Karte von einem eigenen Stapel

e Beide Spieler starten mit demselben Anfangskapital von mindestens 4
e Drei verschiedene Kartenhohen (T/M/H)

¢ Einsdtze sind nicht variabel, aber verdoppeln sich standardmadssig

e Kein Re-Raise moglich

Handlungsalternativen

Um das Spiel in seine Normalform zu bringen, miissen anfangs alle Handlungsalternativen

gefunden werden. Da jeder Spieler seine Strategie in der Spieltheorie von Anfang an bekannt
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geben muss, bestehen die Handlungsalternativen aus einer Aktion pro mogliche Kartenhohe.
Es mussten deshalb alle moglichen Variationen der Aktionen und Kartenhohen erstellt wer-
den. Der erste Buchstabe steht fiir die Entscheidung bei tiefer Karte, der zweite Buchstabe fiir
die Entscheidung bei mittlerer Karte und der dritte Buchstabe fiir die Entscheidung bei hoher
Karte. Eine reine Strategie fiir Spieler 1 kann zum Beispiel die Form FFF oder FCR haben. Alle
Handlungsalternativen, die fiir die tiefe Karte einen Raise «R» vorsehen, stellen Bluff-
Strategien dar. Berechnet man alle verfiigbaren Handlungsalternativen, so ergeben sich fiir

Spieler 1 3% = 27 reine Strategien und fiir Spieler 2 23 = 8 reine Strategien.

Normalform

Durch die Kartenausteilung wird, wie bereits im Modell Bewersdorff beschrieben, eine externe
Wahrscheinlichkeitsverteilung in das Spiel integriert. Dadurch fallt eine Umstandsunterschei-
dung zwischen den verschiedenen Kartenverteilungen an. Diese Umstandsunterscheidung
bringt eine weitere Dimension ins Spiel und wirkt sich auf die Normalform aus, als wiirde ein
zusatzlicher Spieler aufgenommen werden. Deswegen ist es moglich, die Umstandsunterschei-
dung als Spieler zu sehen, der das Ziel verfolgt, die Karten moglichst regelmdssig zu verteilen.
Da dieses Ziel bei einer Zufallswahl immer erfiillt ist, hat dieser neu definierte Spieler keinen
Einfluss auf die Gleichgewichtslage. Dies macht Sinn, um eine zusatzliche Definition fiir Um-
standsunterscheidungen vorzubeugen und das Spiel simpel zu halten. Gerade bei Spielen mit

einer grossen Menge von Spielern und Umstandsunterscheidungen macht dies Sinn.

Durch die Umstandsunterscheidung kann die Darstellung als Matrix nur iiber Umwege er-
reicht werden. Die verschiedenen Kartenverteilungen erfordern jeweils eine Ebene. Fiir jede
mogliche Kartenverteilung muss eine eigene Auszahlungsmatrix aufgestellt werden. Es beste-
hen neun mogliche Kartenverteilungen, wobei der erste Buchstabe jeweils fiir Spieler 1 steht

und der zweite fiir Spieler 2.
Kartenverteilungen: TT, TM, TH, MT, MM, MH, HT, HM, HH

Die zusdtzliche Dimension wird zu einem spdteren Zeitpunkt mit einer Aufsummierung der
einzelnen Umstandsmatrizen wieder aufgeldst. Zunachst miissen die neun Auszahlungsmatri-
zen fiir jede Kartenverteilung bestimmt werden. Fiir die einzelnen Auszahlungswerte war eine
Fallunterscheidung notwendig, weil nicht alle Auszahlungen von der Kartenhohe abhdngig
sind. Erfolgt ein Showdown, so miissen die Karten in den Auszahlungswert miteinbezogen

werden. Steigt ein Spieler aus, kommt es zu einer fixen Auszahlung.
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A B @ D E F G H |
1 Unabhhiangig von Karten Abhidngig von Karte
2 Spieler 2 Spieler 2
3 f c f C
4 Spieler 1 F -1 -1 Spieler 1 F
5 2
6 R 2 R

Tabelle 1: Umstandsunterscheidung der Abhangigkeit der Kartenhéhen (Screenshot: Microsoft Excel)

Ein positiver Wert entspricht einem Gewinn von Spieler 1 und ein negativer Wert einem Ge-
winn von Spieler 2. Die Aktionsfdlle, die abhdngig von den Karten sind und somit einem
Showdown entsprechen, miissen mit einem Kartenverteilungskoeffizienten KV multipliziert

werden. Dieser entsteht durch die Kartenhohen. Zum Beispiel:

TT: Spieler 1 hat eine tiefe Karte, Spieler 2 auch. Bei einem Showdown gewinnt keiner der beiden.

=>KV=0

MH: Spieler 1 hat eine mittlere Karte, Spieler 2 eine hohe. Bei einem Showdown gewinnt Spieler 2.

=> KV =-1

Die Auszahlungswerte konnen mit dem folgenden Schema generiert werden.

eFalls ja,
Foldet Spieler verliert
1? dieser fix 1
= (-1

eFalls ja,
. Showdown
?
Callt Spieler 1* um je 2 =
(2 X KV)
(Spieler 1 'Fa“ls_jat'
. verlier
Ra.lse) - Foldet dieser fix 2
Spieler 2? = (2)

(Spieler 1 eShowdown
>| Raise) - (Spieler | umje4 =
2 Call) (4 xKV)

Abbildung 16: Schematische Bedingungen zur Bestimmung des Auszahlungswertes
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Dies entspricht in Microsoft Excel der Formel:

fxr | =WENN(SB8="F",-1,WENN($B8="C",2*$BS$1,WENN(F$4="",2,4*$B$1)))

Abbildung 17: Formel zur Bestimmung der des Auszahlungswertes (Screenshot: Microsoft Excel)

Summierung

Um das Spiel in eine gewohnliche Matrix zu zwingen, konnen, wie im Beispiel Bewersdorff
beschrieben, die verschiedenen Tiefen aufsummiert werden. Da die Kartenverteilungen mit
derselben Wahrscheinlichkeit eintreffen, kann diese ohne weiteren Faktor vorgenommen wer-
den. Die Matrix, die neu entsteht, kann als Major-Matrix bezeichnet werden. lhre Auszah-
lungswerte sind eine Summe aller Auszahlungen, die zwei Handlungsalternativen in allen

moglichen Kartenverteilungen generieren.

Reduktion

Als néchstes kann die Normalform reduziert werden, indem alle dominierten reinen Strategien
entfernt werden. Dies ist moglich, da ihr Anteil auch in einer gemischten Strategie immer von
der dominierenden Strategie iibernommen werden kann. Um eine Dominanz zu erkennen,
miissen alle Handlungsalternativen mit allen anderen Handlungsalternativen verglichen wer-

den. Eine Handlungsalternative x dominiert eine Handlungsalternative y streng, wenn gilt:
y
Up(s5.S—p) > Up(sy,S—p) -VS_p €3,
Eine Handlungsalternative x dominiert eine Handlungsalternative y schwach, wenn gilt:

Up(sg's—p) = Up(sg's—p) VS p€EXp

Weil eine Strategie bereits bei dquivalenten Auszahlungswerten von der anderen ibernommen
werden kann, reicht bereits eine schwache Dominanz zur Eliminierung einer Handlungsalter-
native. Es ist wichtig zu erkennen, dass nach einer ersten Reduktion der Normalform weitere
Dominanzen entstehen konnen. Da durch die Elimination von Handlungsalternativen die
Menge Schnittstellen verkleinert wird, kann auf dem neuen Bereich auch eine Strategie domi-

niert werden, die zuvor nicht dominiert war.

Symmetrisierung

Bei der bisher erstellten Normalform handelt es sich nicht um ein symmetrisches Spiel, der
Wert des Spiels ist # 0. Dies liegt daran, dass das Modell nur eine Spielrunde enthalt und des-

halb fiir beide Spieler eine unterschiedliche Situation enthdlt. Um das Spiel nach dem Lo6-
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sungsverfahren in Kapitel 2.7 aufzul6sen, ist jedoch ein symmetrisches Spiel erforderlich. Zu-

dem soll das Modell, wie das tatsachliche Pokerspiel, einem fairen Spiel entsprechen.

Um dies zu erreichen kann ein Kunstgriff angewendet werden. Das Spielmodell kann zu einem
Spiel mit zwei Spielrunden erweitert werden. Eine Handlungsalternative fiir dieses neue Spiel
muss eine Handlung fiir die Spielsituation Small-Blind und Big-Blind enthalten. Alle Hand-
lungsalternativen vom urspriinglichen Spieler 1, der Small-Blind war, miissen mit allen Hand-
lungsalternativen von Spieler 2, der Big-Blind war, kombiniert werden. Der neue Spieler 1 im
symmetrischen Spiel ist derjenige, der als erstes der Small-Blind ist. Handlungsalternativen,
die bei der Reduktion eliminiert worden sind, konnen weiterhin ignoriert werden und miissen
nicht in die Normalform des neuen Spiels aufgenommen werden. Die neuen Handlungsalter-
nativen sind Tupel aus den Kombinationen der bisherigen Handlungsalternativen, zum Bei-

spiel (FFF, ff).

Die Symmetrisierung fithrt zu einer exponentiell vergrosserten Normalform. Da die Matrix
zuvor aufgrund der Reduktion nur noch vier Felder enthielt, ist dies nicht problematisch. Zu-
dem vereinfacht sich das Optimierungsproblem zur Suche der optimalen Strategien. Das neu
erstellte symmetrische Spiel zieht zur Folge, dass die optimale Strategie fiir beide Spieler dqui-

valent sein muss.

Die finale Matrix ist mit einer Erklarung in den Resultaten aufgefiihrt.

3.3.5 Losungsverfahren

Nach dem in Kapitel 2.7.3 erorterten Schema kann das Spielmodell als lineare Optimierungs-
aufgabe gelost werden. Mit dem Simplex-Verfahren soll der Erwartungswert der beiden Spieler
maximiert werden.
Simplex-Algorithmus
Ungleichungssystem fiir Spieler 1:

0< +3q9, —2q3 + q4

0<-3q; +q3 +4q,

0<+2q —q; — 34,

0<-q,—4q; +3q3
2q=1q=20Vi

Gleichungssystem fiir Spieler 1 mit Schlupfvariablen (x4, ..., x5):

Z=q1+q;+tqz3+q,
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X = +3q; — 295+ q4
Xz = =3¢, + a3 +44q,
X3 = +2q1 — q — 344
X4 = —q1 — 4q2 + 3q3
Xs=1-q1—q2—q3—q4
.q;=20Vi,x;=0Vi
Das Gleichungssystem fiir Spieler 2 ist identisch, da das Spiel symmetrisch ist. Um das System

zu optimieren, miissen die Wahrscheinlichkeiten (qy, ..., q4) optimiert werden. Der erste Aus-

tauschschritt fiir g; wird exemplarisch durchgefiihrt.

1. Variable g

Eine Steigerung wiirde den Zielwert erhohen.

2. Gleichung, die die Vergrosserung begrenzt:
X2 = =3q; +q3 +4q,
3. Aufgelost nach g;:

1 4 1
1= =343~ 34 +§x2

4. Ricksubstituiert in das Gleichungssystem:

4 1 1
Z=44+3043 304t 3%

X1 =439, — 295 + q4

Xy = +8(Z4_ — Xy

2 17 2

X3 = —q3 +§Q3 —?‘h +§x2

8 4
Xy = —4q, +§Q3 +§Q4 — X

1 4 1
1= ~343 =394t 3%
Nach diesem Schema miissten alle Losungs- sowie Schlupfvariablen auf eine Erhéhung des
Zielwerts tiberpriift werden. Ist ein Zielwert von 1 erreicht, ist das Spiel gelost und die Gleich-

gewichtsstrategien fiir beide Spieler sind gefunden.
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Statt diesen Rechenaufwand auf mich zu nehmen, habe ich mich entschieden, auf ein Pro-
gramm zurlickzugreifen, das lineare Optimierungsaufgaben l6sen kann. Die Internetseite «ma-
topt.de»® stellt einen solchen Rechner zur Verfiigung. Der genaue Ablauf dieser Berechnung
ist im Anhang vorzufinden. In den Resultaten sind der maximierte Zielwert und dessen Wahr-
scheinlichkeitskoordinaten prdasentiert. Die erhaltene Losung wird tiberpriift und auf ihre Be-
deutung hin analysiert. Schliesslich wird die erhaltene gemischte Strategie m; auf das Enthal-
ten des Bluffs gepriift. Ist ein Bluff in den Strategien enthalten, die zu einem Nash Equilibrium

fithren, so kann der Beweis als giiltig erklart werden.

63 Schafer, «matopt.de»
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4 Resultate

4.1 Das Spielmodell

Mit dem, in der Methodik erlduterten Prozess, wurde mein eigenes Spielmodell in die Normal-
form gebracht, reduziert und symmetrisiert. Diese Arbeitsschritte haben schliesslich zu einer
symmetrischen Bimatrix gefiihrt, die in der Abbildung 18 abgebildet ist. Anschliessend soll

erklart werden, wie diese zu verstehen ist.

A B C D E F G H
1 Symmetrisiert
2
g Spieler 2
4 Strategie (b,a) (2,6) (2,24) (4,6) (4,24)
5 Spieler 1 Strategie (a,b)
6 (6,2) 0 -3 2 1
7 (24,2) 3 0 1 -4
8 (6,4) P 1 0 3
9 (24,4) 1 4 =

an

Abbildung 18: Finale Normalform des eigenen Spielmodells (Screenshot: Microsoft Excel)

Die Matrix zeigt die Auszahlungen beim Aufeinandertreffen zweier Handlungsalternativen.
Durch die Symmetrisierung des Spiels, also die Erweiterung der Spieldauer auf zwei Runden,
missen die Spieler jeweils vor Beginn des Spiels eine Handlungsalternative fiir beide Runden
wahlen. Die Ziffer a in einem Strategien-Tupel ist die gewahlte Aktion als Small Blind und die
Ziffer b die gewahlte Aktion als Big Blind. Da Spieler 1 als erster der Small Blind ist, haben sei-
ne Handlungsalternativen die Form (a, b). Spieler 2, der sich zuerst in der Position des Big

Blinds befindet, hat Handlungsalternativen mit der Form (b, a).

Fiir Spielzug a haben sich nach der Elimination der dominierten Strategien die Handlungsal-

ternativen 6 und 24 durchgesetzt.

e Die Alternative 6 bedeutet die Aktion FCR. Sie sieht eine proportionale Handlung zu der
erhaltenen Karte vor. Tiefe Karte = Fold, mittlere Karte = Call und hohe Karte = Raise.

e Die Alternative 24 bedeutet die Aktion RCR. Diese enthdlt das Konzept des Bluffs. Sie
sieht bei hoher und mittlerer Karte eine proportionale Handlung vor, bei tiefer Karte er-

folgt jedoch ein Raise. Der Spieler gibt trotz tiefer Karte vor, eine hohe Karte zu besitzen.

Fiir Spielzug b haben sich nach der Elimination der dominierten Strategien die Handlungsal-

ternativen 2 und 4 durchgesetzt.
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e Die Alternative 2 bedeutet die Aktion ffc. Sie sieht fiir die hohe und die tiefe Karte eine
proportionale Handlung vor und fiir die mittlere Karte ein Fold.
e Die Alternative 4 bedeutet die Aktion fcc. Sie sieht fiir die hohe und die tiefe Karte eine

proportionale Handlung vor und fiir die mittlere Karte ein Call.

In einer Losung, die die Notwendigkeit des Bluffs beweisen soll, muss die Alternative 24 erhal-

ten sein.

4.2 Losung

Wie in der Methodik erldutert, habe ich das Spiel mit einem Simplex-Algorithmus gelost. Das

Optimum wurde erreicht beim Punkt:

11 0
(6:3:2: )

Somit ergeben sich fiir die gefundene Strategie die Wahrscheinlichkeiten:

1 1 1
Q1=g; QZ=§; CI3=E; qs =0
1/6
Diese Werte ergeben die gemischte Strategie my, = 1;;
0

Die gefundene gemischte Strategie sieht eine Verwendung der Handlungsalternativen
(6,2),(24,2) und (6,4) vor. Die Handlungsalternative (6,4) kommt durch eine Gewichtung von

q4 = 0 nicht zum Zug.

Zugq, = %wird die Handlungsalternative (6,2) = (FCR, ffc) gespielt.
Zuq, = %wird die Handlungsalternative (24,2) = (RCR, ffc) gespielt.

Zugs = %wird die Handlungsalternative (6,4) = (FCR, fcc) gespielt.

Das Enthalten der Alternative 24 legt die Notwendigkeit des Bluffs nahe. Allerdings ist mit der
gefundenen gemischten Strategie bisher erst gezeigt, dass mit dieser das Optimum erreicht
wird. Da auch eine andere Ecke im Simplex das Optimum erreichen konnte, ist die Eindeutig-
keit des Resultats noch nicht bestimmt. Bisher ist somit nur bewiesen, dass eine gemischte
Strategie, die den Bluff enthadlt, den Zielwert erreichen kann. Um aber die Notwendigkeit des
Bluffs zu zeigen, miissen allfillige weitere gemischte Strategien, die keinen Bluff enthalten und

dennoch das Optimum erreichen, ausgeschlossen werden konnen.
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Um dies zu tiberpriifen, muss noch einmal tiefgehend die Losung analysiert werden. Betrachtet

man die Wahrscheinlichkeiten isoliert pro Spielzug a und b, so zeigt sich:
Fir Spielzug a

e Alternative 6 zu g, Alternative 24 zu é
Fiir Spielzug b

e Alternative 2 zu %, Alternative 4 zu%

Diese Trennung macht indes Sinn, da die beiden Spielziige erst durch die Symmetrisierung in
eine gemeinsame Handlungsalternative gezwungen worden sind. Da kein eigentlicher Zu-
sammenhang zwischen diesen Spielziigen besteht, besteht die Annahme, dass jede gemischte
Strategie, die ebenfalls die vorliegenden Verhaltnisse fiir Spielzug a und b aufweisen, auch eine
optimale Strategie darstellt. Stimmt die Annahme, miisste auch ein Vektor V, mit unabhéngi-
ger Wahl fiir die Wahrscheinlichkeiten, den Zielwert von 1, unter der Einhaltung aller Neben-

bedingungen erreichen.

1/2-2/3 1/3
o _[1/2-1/3)_[1/6
1/2-2/3 1/3
1/2-1/3 1/6

Dies trifft zu, womit gesagt werden kann, dass auch der Vektor V eine optimale Strategie dar-

stellt.

V=m,
Um alle Losungen zu finden, konnen die isolierten Verhaltnisse der Alternativen pro Spielzug
als Gleichungen aufgefasst werden.

g1 +q,=1/2 qz3+q,=1/2
g1 +q3=2/3 qy+q,=1/3

Daraus erfolgt das Gleichungssystem, welches die allgemeine Losung fiir das eigene Spielmo-

dell wiedergibt.
Il g1+q:=1/2
I g1+q3=2/3
0 :E:qi= 1
.q; =0Vi

Mit dem Simplex-Verfahren konnen nur Optima auf Ecken gefunden werden. Das vorliegende

Problem hat hingegen eine ganze Kante als Optimum. Dies kann man sich vorstellen als eine



Resultate 53

Reihe, auf der alle Punkte das Optimum erreichen. Der Losungsraum ist eine Strecke aus un-
endlich vielen Losungsvektoren. Die urspriingliche Losung muss, da sie mit dem Simplex-
Algorithmus gefunden werden konnte, ein Ende dieser Strecke darstellen. Bewegt man sich
entlang der Losungen, die das Gleichungssystem erfiillen, so wird das andere Ende der Strecke
erreicht, sobald ein anderer Parameter # g, 0 erreichen wird. Geht man dariiber hinweg, so

wird eine der Nicht-Negativitits-Bedingungen verletzt.

Anfang:

1/6

1/3

1/2
0

o )
Il

my(1) :=

Ende:

1/2
0
1/6
1/3

mi(x) =B =

Alle Punkte, die sich auf der Losungsstrecke befinden und somit eine optimale Strategie dar-

stellen, sind eine Linearkombination 7; der Vektoren AundB.

7 =sA+(1—-s)B

Alle diese Linearkombinationen 7y sind infolgedessen eine optimale Strategie.
5 = mp(s)
Der so bestimmte Losungsraum stellt durch die Symmetrie des Spiels die optimale Strategie

fiir beide Spieler dar.

Nash Equilibrium

Da nun der gesamte Losungsraum der optimalen Strategien fiir das Spielmodell gefunden ist,
kann dieser auf die Bewirkung eines Gleichgewichts gepriift werden. Bereits bei der Problem-
grundlage wurde eine Auszahlung von < 0 definiert. Da es sich um ein symmetrisches Spiel
handelt, kann kein Spieler eine Auszahlung > 0 erreichen, da beide eine gemischte Strategie
aus der Losungsstrecke von optimalen Strategievektoren wahlen miissen. Die langfristige Aus-

zahlung ist somit:
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|4p]

Up(sp|S—p) = Z qi X Up(api[S_p) =0
i=1

Weil durch die Spielsymmetrie auch kein hoherer Erwartungswert moglich ist, erfillt die Lo-

sung das Rationalitdtsprinzip fiir beide Spieler.
sy = argmax Uy, (s,[|S_p) ¥

Da das Rationalitatsprinzip fiir beide Spieler erfiillt ist, wird mit den zuldssigen Losungsstrate-
gien ein Gleichgewicht nach Nash erreicht. Somit ist das Spielmodell gelost und eine stabile

Losung gefunden.

Uberpriifung Bluff

Trotz einer unendlichen Menge an Losungsstrategien, kann die Notwendigkeit des Bluffs ge-
zeigt werden. Alle Punkte auf der Losungsstrecke miissen mit einem Anteil von 1/3 die Alter-
native 24 enthalten. Diese Alternative bedeutet die Aktion RCR, welche einem Bluff entspricht,
da sie bei tiefer Karte eine Erhohung vorsieht. Es gibt keine Strategievektoren, die die Alterna-
tive 24 nicht enthalten und dennoch, unter der Einhaltung des Gleichungssystems fiir die all-

gemeine Losung, den optimierten Zielwert erreichen.

Alle Strategien, die keinen Bluff enthalten, konnen durch den bestimmten Losungsraum als
optimale Strategie ausgeschlossen werden. Nicht-Bluff-Strategien fiihren im Spielmodell zwin-
gend zu einer verkleinerten Auszahlung und erfiillen somit das Rationalitatsprinzip nicht. Sie
konnen den maximalen Erwartungswert nicht erreichen, weshalb sie auch zu keinem Gleich-
gewicht fiihren. Dies beweist die Notwendigkeit, einen Bluff in eine gemischte Strategie zu

integrieren, um im Modell den optimalen Auszahlungswert erreichen zu konnen.
Demnach:

My S M,(Bluff) .flr eigenes Spielmodell &7
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5 Diskussion

In einem letzten Teil sollen die Resultate reflektiert und in einen weiterfiihrenden Kontext
gesetzt werden. Die Notwendigkeit des Bluffs konnte anhand eines eigens erstellten Spielmo-
dells bewiesen werden. Riickblickend auf die Zielsetzung der Arbeit, «Das Ziel dieser Arbeit ist
es, fiirs Pokerspiel eine Strategie mit maximiertem Erwartungswert zu definieren und zu zeigen,
dass diese das Konzept Bluff enthalten muss. Dieser Beweis soll der Spieltheorie entsprechen und
anhand eines moglichst realitdtsgetreuen Modells durchgefiihrt werden.», kann gesagt werden,
dass das Ziel erfiillt werden konnte. Die Erstellung des Spielmodells und das Losungsverfahren
reprasentieren den Hohepunkt eines langen und ausgiebigen Arbeitsprozesses. Zu Beginn der
Arbeit war die genaue Zielsetzung noch vage und bestand aus der Idee, aus einem mathemati-
schen Blickwinkel Pokerstrategien zu betrachten. Eine erste Vertiefung in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zeigte sich schnell als wenig geeignet, um komplexe Spielgrundlagen zu
analysieren. Mit eingehender Recherche fand ich in der Spieltheorie schnell das bessere Werk-
zeug zur Analyse des Pokerspiels. Die Zielsetzung, die Notwendigkeit des Bluffs zu beweisen,
erwies sich als gut gewdhlt, da damit eine Anwendung der meisten wichtigen Theorien aus der

Spieltheorie zum Tragen kam.

Bevor der heutige Wissensstand mit einem Ausblick auf weitere Mdglichkeiten erfolgt, soll das
Resultat der eigenen Beweisfiihrung diskutiert werden. Es war sinnvoll, das Simplex-Verfahren
zur Bestimmung der optimalen Strategie einzusetzen, da sie das gangige System ist, um Spiele
zu losen. Sie ermoglichen auch das Losen von nicht symmetrischen Spielen, was jedoch viele
zusdtzliche Schlupfvariablen erfordert und eine Erweiterung der Theorie benétigt. Dies war in

dieser Arbeit nicht notwendig, da das Spielmodell sowieso ein faires Spiel darstellen sollte.

Wahrend im Losungsverfahren mit dem Algorithmus ein Ergebnis gefunden werden konnte,
war es sehr wichtig zu erkennen, dass der Losungsraum eigentlich grosser ist. In der ersten
gefundenen Losungsstrategie war die Gewichtung der vierten Handlungsalternative g, = 0.
Dies lag nicht etwa daran, dass diese Strategie von den anderen dominiert wird, sondern da-
ran, dass der erste gefundene Losungsvektor nur eine mogliche Losung darstellte, die die Be-
dingungen erfiillt. Nach einer differenzierten Suche nach dem ganzen Losungsraum habe ich

die Bedingungen gefunden, die eine allgemeine Losung erfiillen musste:

Mit einem Verhdltnis von 1: 2 muss ein Spieler in der Position des Small-Blinds bei tiefer Karte

Bluffen.
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Mit einem Verhaltnis von 1: 1 muss ein Spieler in der Position des Big-Blinds bei mittlerer Kar-

te mitgehen.

Mit der ersten Bedingung konnte der Beweis trotz einer unendlichen Losungsmenge als giiltig
erklart werden, da alle Losungsstrategien einen Bluff enthalten miissen. Die zweite Bedingung
ist eine Folge mangelnder Aktionen als Big-Blind. Da nur zwei Aktionen zur Verfiigung stehen,
muss bei mittlerer Karte zur Halfte mitgegangen und ausgestiegen werden. Somit ist die zwei-
te Bedingung eine rationale Spielweise. Jedoch konnte keine der Handlungsalternativen redu-
ziert werden, da ein Spieler sich nur mit einem Verhdltnis von 1:1 vor Verlusten schiitzen

konnte.

Was bedeutet der Beweis nun eigentlich? Es konnte gezeigt werden, dass im erstellten Spiel-
modell geblufft werden muss, um den maximalen Auszahlungswert zu erreichen. Spielt man
rein rational, so gibt man dem Gegner Informationen, die gegen einen verwendet werden kon-
nen. Ohne manchmal zu Bluffen wére es nicht moglich bei tiefer Karte den Blind zu verteidi-
gen. Da alle wichtigen Gegebenheiten eines Heads-Ups im Pokerspiel auch im Spielmodell
enthalten sind, ist es naheliegend, dass der Bluff auch in einer optimalen Strategie fiir das tat-
sachliche Pokerspiel enthalten sein muss. Die drei Kartenhohen, die im Spielmodell enthalten
sind, konnten - statt der Ubersetzung in eine tatsichliche Karte - auch als Gruppierung aufge-
nommen werden. Die tiefe Karte kann beispielsweise als das schlechtere Drittel der moglichen
Handkartenkombinationen verstanden werden. So liesse sich das Resultat aus dem Spielmo-
dell auf das reale Texas Hold’em Poker Uibersetzen. Eine weitere Erkenntnis aus der Arbeit ist,
dass gemadss der Spieltheorie der maximale Erwartungswert gegen einen perfekten Spieler nur
mit einer zufdlligen Wahl der Handlungsalternativen erreicht werden kann. Zwar miissen die-
se Handlungsalternativen mit den Wahrscheinlichkeiten entsprechend der optimalen ge-
mischten Strategie gewichtet werden, doch jede Wahl, die bewusst erfolgt, gibt dem perfekten
Gegenspieler Informationen tiber die eigene Spielweise. Jede subjektive Spielweise, wie etwa
eine psychologische, unterliegt einem perfekten Spieler. Wiirden zwei perfekte Spieler gegen-
einander antreten, so ware Poker kurzfristig ein Gliicksspiel und wiirde sich langfristig einem

Wert von 0 annahern.

Das wahrhaftige Pokerspiel mit seinen unzdhligen Kartenkombinationen konnte bisher auch
von Wissenschaftler*innen nicht gelost werden. Das Bestehen einer optimalen Strategie ist im
Rahmen der Spieltheorie definiert, doch bis diese tatsdchlich bestimmt werden kann, steht
noch ein langer Weg bevor. Die mathematischen Konzepte, die benétigt werden, um ein solch
komplexes Spiel zu 16sen, sind grosstenteils vorhanden. Vielmehr sind es die technischen Res-

sourcen, die bisher das Losen des Pokerspiels verhinderten. Oftmals fiihrt jede aufgeloste Ap-
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proximation zu einer exponentiellen Vergrosserung der Rechenschritte. Neue Ansdtze wie
kiinstliche Intelligenzen konnten in Zukunft neue Moglichkeiten generieren und werden die
Spieltheorie mit Sicherheit stark beeinflussen. Will man sich mit den herkémmlichen Metho-
den dem Pokerspiel anndhern, so miissen Schritt fiir Schritt Verbesserungen vorgenommen
werden. Wahrend das Losen des Pokerspiels sehr interessant ware, wiirde es wohl keinen Sinn
ergeben, eine grosse Zahl an Ressourcen aufzuwenden, um ein Gesellschaftsspiel zu losen.
Einmal gel6st, wiirde das Spiel seinen Reiz verlieren. Das Anwendungsgebiet der Spieltheorie
wird kontinuierlich grésser und bietet reichlich Moglichkeiten. Wird sie richtig eingesetzt, so
konnte mit der Analyse von Entscheidungsproblemen vielerorts geholfen werden. So konnte
etwa ein fairer Nahrungsfluss, eine Optimierung von technischen Errungenschaften oder das
Losen von gesellschaftlichen Ungleichheiten angestrebt werden. Die Spieltheorie kann jegliche
Prozesse in mathematische Probleme umformen, die sonst nur schwer in eine generalisierte
Form zu bringen sind. Ein Spiel ist in der Spieltheorie kein eigentliches Spiel, sondern eine
Entscheidungssituation. Auch ein Spieler ist in der Spieltheorie kein Spieler im eigentlichen
Sinne, sondern die Verkorperung eines Ziels. So konnte zum Beispiel der Klimawandel als Spiel
aufgefasst werden mit einem Spieler, der das Ziel verfolgt, die Auszahlungswerte in Form von

Temperaturanstiegen zu vermindern.

Der mathematische und technische Fortschritt ist noch weit von seinem Potential entfernt.
Mit neuen Moglichkeiten werden auch in der Spieltheorie neue Tiiren gedffnet, es ist jedoch

wichtig, dass diese Moglichkeiten auch in Zukunft verantwortungsvoll eingesetzt werden.

Auch in meiner Arbeit wurden mir oft Grenzen bewusst, deren Uberschreitung den Rahmen
einer Maturitdtsarbeit sprengen wiirde. Ein Spielmodell mit Tischkarten beispielsweise ware
im vorgegebenen Zeitraum nicht moglich gewesen. Mit dem Erstellen meiner Maturitdtsarbeit
konnte ich mir viel Wissen aneignen und mich in einem fiir mich bisher ziemlich unbekannten
Gebiet weiterbilden. Obschon die Arbeit ein langer Prozess war, habe ich die Aufgabe mit
grosser Motivation verfolgt. Schlussendlich war es umso erfreulicher, ein fassbares Ergebnis zu

erhalten und damit die These bestdtigen zu kdnnen.
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Anhang

I. Wahrscheinlichkeiten im Pokerspiel

Dieses Kapitel prasentiert den Prozess und die Resultate aus dem urspriinglichen Projekt, be-
vor der Fokus der Arbeit neu gesetzt wurde. Wie in der Methode erldutert, hatte ich mich mit
den Blattwahrscheinlichkeiten befasst. Dieses Kapitel hat keinen Einfluss auf die These und

kann allenfalls tibersprungen werden.

Prozess
Wie bereits in der Theorie erkannt, spielt der Zufall eine zentrale Rolle beim Pokern. Ich stellte
mir deshalb die Frage: ,Welche Vorgdnge sind tiberhaupt durch die Wahrscheinlichkeitsrech-

nung geprdagt?“

Diese Frage liess sich ziemlich einfach beantworten; beim Verteilen der Karten. Sowohl die
Handkarten als auch die offenen Karten in der Mitte werden rein zufdllig ausgeteilt. Der Spie-
ler kann keinen Einfluss darauf nehmen und muss deshalb Kombinatorik in sein Spiel mitein-

beziehen.

Anfangs habe ich mit einigen grundlegenden Berechnungen gestartet, um eine Ubersicht zu

verschaffen:
#mogliche Handkartenkombinationen = 52 51 = 2’652

52

; ) = 2'598'960

# mogliche Tischkartenkombinationen = (

52

# Hk und Tk kombiniert = ( 7

) — 133'784'560

Um weiterfithrend mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung Schliisse auf eine optimale Strategie
zu ziehen, setzte ich mir anfangs das Ziel, die Blattwahrscheinlichkeiten zu berechnen. Diese

kombinatorischen Berechnungen fiihrte ich auf Microsoft Excel durch.
» Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P auf ein bestimmtes Blatt B.

Um diese Blattwahrscheinlichkeiten P(B) zu finden, miissen alle mdglichen Kombinationen
eines bestimmten Blattes durch alle moglichen Kartenkombinationen geteilt werden. Wieder-
holung kann ausgeschlossen werden, da die Karten im Deck nur einmal vorkommen. Auch die
Reihenfolge, in welcher die Karten gezogen werden, spielt keine Rolle. Deshalb sind Binomi-

nalkoeffizienten zielfiihrend. In einem ersten Schritt habe ich mich den Blattwahrscheinlich-
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keiten aus fiinf Karten gewidmet. So kann die Schwierigkeit umgangen werden, dass in einem

Blatt regelgemadss nur die fiinf besten der sieben Karten gezahlt werden.

» 5 Karten

> P(B) — Kombinationenpg

(5)

Kombinationen
Royal Flush 1x4=4
Straight Flush 4x10 =40
Four of a Kind 13 X 48 = 624
Full House 4 4 _
13 x (3) x 12 X (2) = 3744
Flush 13\ _
4 x ( p ) = 5148
Straight 10 x 45 = 10240
Three of a Kind 4 49\ _
13 x (3) X (47) — 61152
Two Pair 43 (‘2‘) X 12 X (‘2‘) X 48 = 269568
One Pair 4 50\ _
13 x (2) x ( . ) — 1528800

Tabelle I: Blattkombinationen aus funf Karten

In der ersten Tabelle wird jedes Blatt isoliert betrachtet. In der Realitat miissen die Kombinati-
onen bereinigt werden. Zwar gibt es tatsdchlich 61152 verschiedene Drillinge mit 5 aus 52
Karten, doch 3744 dieser Variationen sind zudem ein Full House. Beinhaltet ein Blatt ein zwei-
tes besseres Blatt, so muss es den Kombinationen fiir das schlechtere Blatt abgezogen werden.

Die Tabelle II zeigt alle bereinigten Kombinationen an.

Beispiel Abziige: Three of a Kind = 61152 — 3744 = 56784
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Kombinationen bereinigt

Royal Flush 4
Straight Flush 36
Four of a Kind 624

Full House 3744
Flush 5108
Straight 10200
Three of a Kind 56784
Two Pair 265824
One Pair 1201824

Tabelle II: Bereinigte Blattkombinationen aus finf Karten

Mit diesen Kombinationen habe ich schliesslich die Blattwahrscheinlichkeiten ausgewertet.
Zudem erweiterte ich die Liste um das Blatt High Card. Diese stellt das Gegenereignis B dar,

da dies eintrifft, wenn man nichts Besseres hat.

Das ndchste Ziel war es, gemdss den Spielregeln die Wahrscheinlichkeiten auf ein Blatt mit
fiinf aus sieben Karten zu berechnen.

» 7 Karten

Kombinationenpg
(%)

Der Versuch, das eben erorterte Konzept auf ein Blatt aus sieben Karten zu tibertragen, erwies

> P(B) =

sich schnell als nicht zielfiihrend. Das Problem; es muss eine ganze Liste zusatzlicher Abziige
berticksichtigt werden. Die zwei Zusatzkarten erschaffen einerseits neue Kombinationen und
fithren andererseits dazu, dass viele Kombinationen mehrfach gezdhlt sind. Dadurch entstehen

komplexe Systeme von Abziigen, die zunehmend weniger tiberblickbar sind.

Die Problematik soll am Beispiel der Straight gezeigt werden, die von oben nach unten die
erste Zeile war, die ich nicht mehr korrekt 16sen konnte. Bisher konnten einfach die hierar-
chisch besseren Bldtter abgezogen werden, doch nun miissen zusatzlich Bldtter abgezogen
werden, die erst mit den Zusatzkarten generiert wurden. Als Beispiel dafiir soll die «Lange
Strasse» in Abbildung I dienen; eine gewohnliche Straight wird erganzt durch eine anliegende

Karte und bildet so eine weitere Straight. Es liegen nun zwei Straights vor, [2; 6] und [3; 7]. Da
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aber nur eine Straight gezdhlt wedern kann, muss die zweite wieder von den Kombinationen

abgezogen werden.

«Lange Strasse»

Bodobededer  Lokes
sive ) T
Y 0 > @ ') | * P ¥

Strasse bisher Zusatzkarten

Abbildung I: Situation «Lange Strasse» (erstellt mit lcons aus www.pokerstars.com)

Den Fall Lange Strasse mit 6 beziehungsweise 7 Karten konnte ich bereits mit einer geschick-

ten Formel fiir die Kombinationen umgehen.

Kombinationen Straight = 9 x 45 x (423) +45 (427) - 9428992

Die weiteren Abziige gestalten sich komplexer. Gegen unten vermehren sich die Abziige stark,
wobei alle Falle spezifisch identifiziert und ausgewertet werden miissen. Um beispielsweise die
Straights von einem Pair abzuziehen, muss sowohl die Mdglichkeit berechnet werden, dass
sich eine Paarkarte innerhalb und ausserhalb einer Straight befinden kann. Wahrend solche
Berechnungen bereits zu einem uniibersichtlichen System fithren, kommt eine zusatzliche
Schwierigkeit hinzu. Es miissen Abziige von den Abziigen gemacht werden. Nicht wie zuvor
konnen zum Beispiel von einem Pair isoliert die Straight- und Flush-Kombinationen abgezo-
gen werden. In 7 Karten konnen die Straight und der Flush auch getrennt auftreten und nicht
nur in der Form eines Straight Flush. Zieht man somit alle Straight- und Flush-Kombinationen,
die auch ein Paar enthalten, von den Paaren ab, so ist der Abzug zu gross. Alle Kombinationen,
die gleichzeitig einen Flush und eine Straight enthalten, miissen vom Abzug wieder abgezogen

werden.

Abziige in diesem Stil fallen fiir alle Blatter an und miissen in jedem Fall individuell gesucht
werden. So entsteht ein grosser Aufwand, den ich anfangs bestritten habe, jedoch abbrach,
bevor ich alle Blatter korrekt berechnet hatte. Dies war eine Folge des bereits angepassten Fo-

kus der Maturarbeit.

Im ndchsten Unterkapitel ist der finale Stand dieser Berechnung einzusehen. Um zu zeigen,

welche Werte korrekt sind, habe ich meine Losungen mit der Internetseite «pokerstrate-
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gy.com»%+ verglichen, auf der die Werte zur Verfiigung gestellt sind. Dabei habe ich meine

Werte entsprechend der Richtigkeit eingefarbt, wie es in den Resultaten noch erldutert wird.

In einem letzten Schritt habe ich die Alternativen zu dieser aufwandigen Rechnung gesucht,

obschon sie fiir diese Arbeit nicht mehr relevant sind, auch dies ist gezeigt.
Resultate
» Blattwahrscheinlichkeiten aus 5 Karten

In der Tabelle III sind die Blattwahrscheinlichkeiten gemdss den berechneten Kombinationen

ausgewertet.

Wahrscheinlichkeiten in % *

Royal Flush 0.000
Straight Flush 0.001
Four of a Kind 0.024
Full House 0.144
Flush 0.197
Straight 0.392
Three of a Kind 2.185
Two Pair 10.228
One Pair 46.242

High Card B=1-B=40.586

Tabelle III: Blattwahrscheinlichkeiten aus fiinf Karten

*gerundet auf 3 Dezimalstellen

» Blattwahrscheinlichkeiten aus 7 Karten

Die Tabelle IV zeigt den finalen Stand der Blattwahrscheinlichkeiten mit fiinf aus sieben Kar-
ten, bevor die neue These im Bereich der Spieltheorie folgte. Die Einfarbung zeigt die Abwei-

chung vom korrekten Wert der Internetseite «pokerstrategy.com»®.

64 pokerstrategy.com, Probabilities in Texas Hold'em
65 pokerstrategy.com, Probabilities in Texas Hold'em
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Wahrscheinlichkeiten in % *

Royal Flush 0.003
Straight Flush 0.028
Four of a Kind 0.168
Full House 2.596
Flush 3.025
Straight 6.839
Three of a Kind 4.876
Two Pair 54.867
One Pair 52.197

High Card B = 1 — B = nicht moglich

Tabelle IV: Blattwahrscheinlichkeiten mit funf aus sieben Karten
= korrekt
= nicht korrekt, Abweichung < 2 %
= nicht korrekt, Abweichung > 2 %

*gerundet auf 3 Dezimalstellen

> Alternativen

Da die Berechnung der Blatter gegen unten immer komplexer wird, habe ich die Hinde nur bis
zur Straight ausgewertet. Ansonsten wiirde bereits fiir die Berechnung der Blatterwahrschein-
lichkeiten ein enormer Rechenaufwand entstehen und den Umfang einer Maturarbeit tiber-
treffen. Dies wird bereits anhand des Beispiels Straight ersichtlich. Um diesen Rechenaufwand
zu umgehen, konnte alternativ die Simulation der Bldtter zielfithrend sein. Jedoch miisste ein
Programm tiber 674 Milliarden Kombinationen auffithren und diese wiederum nach dem bes-
ten enthaltenen Blatt auszdhlen. Schliesslich miissten die Blatter gruppiert und ins Verhaltnis

mit allen Kombinationen gesetzt werden.

Il. Eigenes Spielmodell

Das Spielmodell habe ich auf Microsoft Excel erstellt. Alle folgenden Abbildungen sind

Screenshots aus meiner Excel Arbeitsmappe.
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Normalform
Zundchst mussten alle Handlungsalternativen aufgefithrt werden.
Spieler 1:

27 Handlungsalternativen

il M H
1F F F
2|F F C
3F E R
4F c F
Spieler 2:
8 Handlungsalternativen
1 2 3 4
T f f i f
M f f c c
H f c f c

Fir die Erstellung der Normalform bendtigte ich drei Dimensionen. Da Excel, mit seinen typi-
schen Tabellen, eigentlich nur zwei Dimensionen erlaubt, muss eine Erganzung vorgenommen
werden. Die nétige Tiefe und somit Dreidimensionalitat kann durch zusétzliche Tabellenblat-
ter erreicht werden. Ich habe demnach fiir jede mogliche Kartenverteilung eine eigene Matrix
erstellt. Es entstanden neun Tabellenbldtter, wobei der erste Buchstabe fiir Spieler 1 und der

zweite Buchstabe fiir Spieler 2 steht.

[ TT | T™M | TH | MT MM | MH | HT HM HH |

Die einzelnen Auszahlungswerte auf den Tabellenblattern sollen wie tiblich in der Spieltheorie
auf Spieler 1 ausgerichtet sein. Alle negativen Auszahlungswerte entsprechen demnach einem
Verlust von Spieler 1 an Spieler 2. Die einzelnen Auszahlungswerte in der Matrix habe ich
durch eine Verkettung von Bedingungen erreicht. Dies ist nétig, um die Fallunterscheidung zu

berticksichtigen. Sie sind generiert mit der Formel:

fr | =WENN($B8="F",-1,WENN($B8="C",2*$BS$1,WENN(F$4="f",2,4*$BS$1)))

Nun folgen die neun Tabellenblitter, die jeweils eine Kartenverteilung beinhalten. Auf jeder

diesen Matrizen ist farblich gekennzeichnet, welche Karten vorhanden sind. Im Feld B2 ist
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jeweils der Faktor angegeben, welcher die zwei vorgegeben Karten im Falle eines Showdowns

bewirken. Findet ein Showdown statt, so wird der Einsatz mit dem Wert in Feld B2 multipli-

. Die folgenden Abbildungen zeigen beispielhaft drei der neun Tabellenblitter.
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Summierung

Um eine gewohnliche Bimatrix zu erreichen, habe ich die verschiedenen Tabellenbldtter auf-

summiert. Es ist eine Tiefenaddition notwendig, diese sieht auf Excel beispielsweise so aus

SUMME(TT:HH!F8)

F

So habe ich die Major-Matrix erstellt
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Reduktion

Um die dominierten Strategien zu eliminieren, miissen fiir Spieler 1 die Auszahlungswerte in
den Zeilen verglichen werden und fiir Spieler 2 in den Spalten. Eine Strategie dominiert eine
andere, wenn alle Auszahlungswerte mindestens so gut sind wie in einer anderen Spalte bzw.
Zeile, aber besser in mindestens einer Auszahlung. Alle Spalte bzw. Zeile miissen mit allen
anderen verglichen werden. Um in der Formel zu umgehen, dass eine Strategie als von sich
selbst dominiert erkannt wird, habe ich die > Beziehung in der Formel zu einem > verstarkt.
Dies ist zuldssig, da dieser Zusatz die Bedingung strenger macht und nicht auflockert. Ich habe
jeweils jede einzelne Strategie gegen jede andere Strategie gepriift und musste die Tabelle um
8 X 8 bzw. 27 x 27 Felder erweitern. Um nicht alle Formeln einzeln anzupassen, habe ich mit
der Funktion BEREICH.VERSCHIEBEN gearbeitet. Die Formel, die eine Strategie auf Domi-

nanzen priifte, lautet:

fx | =UND($F8:$M8<=BEREICH.VERSCHIEBEN($F$7,P$7,0,1,8),NICHT(UND($F8:SM8=BEREICH.VERSCHIEBEN(S$F$7,P$7,0,1,8))))

So entsteht eine Liste von « WAHR» und «FALSCH». Jedes « WAHR» steht fiir die Domination
durch die Strategie mit der angegebenen Nummer. Gezeigt sind beispielhaft zwei solche Spal-

ten, die fiir die Strategien 1 und 2 von Spieler 2 stehen.

1  FALSCH FALSCH
2 WAHR FALSCH
3  FALSCH FALSCH
4  WAHR FALSCH
5 FALSCH FALSCH
6 WAHR FALSCH
7  FALSCH FALSCH
8 FALSCH FALSCH

Da bereits die Domination durch eine andere Reihe reicht, um eine reine Strategie zu eliminie-
ren, konnte ich bereits ein «\WAHR» als «die Strategie kann ignoriert werden» betrachten. Mit
der ODER Funktion von Excel kann ein Bereich darauf gepriift werden, ob ein « WAHR» vor-

handen ist.
fx | =ODER(F37:F44)

Bereits bei mindestens einem «WAHR» wiedergibt die Funktion ebenfalls ein «WAHR». So
entsteht ein Gesamtresultat pro Handlungsalternative, welches im Falle <\WAHR» zeigt, dass

die Strategie dominiert wird.
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Spalte wird streng domiert durch Spalte

WAHR FALSCH
1 FALSCH FALSCH
2 WAHR FALSCH
3  FALSCH FALSCH
4 WAHR FALSCH
5 FALSCH FALSCH
6 WAHR FALSCH
7  FALSCH FALSCH
8 FALSCH FALSCH

Schliesslich habe ich alle Strategien, die nicht dominiert waren, in einer reduzierten Normal-
form zusammengefiigt. Die verbleibenden Auszahlungswerte habe ich mit der INDEX Funkti-

on aus dem Major Tabellenblatt iibernommen:

fx | =INDEX(Major!$F$8:5M$34,$A26,F$3)

Erste reduzierte Normalform:

A ! B & ! D E | E G ! H
1 |Reduziert 1
2,
Al 2 4 8
4 T f f c
5 | M f c c
6 H & C &
7 T M H
8 F C R 1 3 5
9 Gl F R R 1 i i 5
10 | R C R 4 0 0
11 | 27 R R R 4 -2 0

12

Unter den reduzierten Strategien bin ich erneut auf dominierte Strategien gestossen. Dies liegt
daran, dass viele Auszahlungswerte bereits eliminiert wurden und eine Strategie in den weni-
gen verbleibenden Werten wieder dominiert werden kann. Deshalb habe ich die neue verein-

fachte Form erneut tiberpriift und reduziert.

Zweite reduzierte Normalform:

20 |

21 Reduziert 2 _
22 | T f f

2 M f c

24 | H C C

25 T M H

26 F C R 1 3

27 R C R 4 0

20
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Symmetrisierung

Kombiniert man die Handlungsalternativen von Spieler 1 mit denen von Spieler 2, ergeben sich
Strategien-Tupel. So kann ein symmetrisches Spiel erstellt werden mit denselben Handlungs-

alternativen fiir beide Spieler.

A B @ D E F G H
1 Symmetrisiert
2
3 Spieler 2
4 Strategie (b,a) (2,6) (2,24) (4,6) (4,24)
5 Spieler 1 Strategie (a,b)
6 (6,2) 0 -3 2 -1
7 (24,2) 3 0 -1 -4
8 (6,4) -2 1 0 3
9 (24,4) 1 4 -3 0

I1l. Losungsverfahren

Das gefundene Ungleichungssystem kann als lineare Optimierungsaufgabe gelost werden.

0< +3g9, —2q3 + q4

0<-3q; +q3 +4q,

0<+2q —q; — 34,

0<-q,—4q; +3q3
2q, =19 =0Vi
Wie bereits in den Resultaten angesprochen, habe ich diese Aufgabe mit dem Programm
«Rechner Simplexalgorithmus» von Frederik Schafer durchgefiihrt. Die Website ist als Quelle
im Verzeichnis eingetragen. Das Programm zeigt die verschiedenen Rechenschritte bis zur

Losung. Durch diesen Prozess wird nun anhand von Screenshots der Website gefiihrt. Alle

folgenden Abbildungen sind demnach von der verzeichneten Website.

Als erstes habe ich mit dem Simplexalgorithmus das passende Werkzeug fiir das Optimie-
rungsproblem ausgewahlt. Auf der Website standen weitere Werkzeuge wie etwa die Mat-

rixmultiplikation zur Verfiigung.
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Rechner Simplexalgorithmus

Mit diesem Werkzeug konnen Lineare Optimierungsprobleme (LP) online gelost
werden. Das Werkzeug wendet den Simplexalgorithmus an. Es stehen zwei Eingabe-
moglichkeiten zur Verfligung und das Ergebnis kann unterschiedlich detailliert
angezeigt werden.

Struktur der Probleme

(max|min) z= c-x
u.d.N. A-x(z|2|=)b

x>0

Optionen

Folgende Optionen sind eingestellt: Ausfiihrlich,Komforteingabe

‘ Optionen andern H Weiter ‘

Da das Programm nur die Variablen x; zuldsst, musste ich meine Wahrscheinlichkeiten g; pro-

visorisch durch x; ersetzen.

Zudem war nur die Maximierung oder Minimierung des Zielwerts moglich, wie es in der linea-
ren Optimierung iblich ist. Im vorliegenden Problem ist der Zielwert bereits bekannt und
stattdessen sind die Variablen im Optimum gesucht. Um dennoch eine Losung zu erreichen,
habe ich den bereits bekannten Zielwert von 1 als Nebenbedingung eingesetzt und im Aus-

wahlfeld fir den Zielwert «Maximieren» ausgewahlt.

GroBRe des LP
LP mit 5 Nebenbedingungen und 4 Strukturvariablen.

| GréRe andern |

LP eingeben

Maxv|z=[1 | xq#1  [xp41 X3+l |xq
0 | xq 43 | xp -2 X3 41 RN N
3 x40 | xp 1 X34 xqlzv]fo ]
2 xg 41 [xg 0 X343 xfzv][o |
A4 x4 [ xp+3 X340 \ Xgzv]o |
K BEE BRE X3+ 1 | xq[=v][1 ]

| Fertig
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Schlupfvariablen waren nicht notwendig und sind mit dem Programm nicht losbar. Dies liegt
daran, dass das Programm selbst Schlupfvariablen einfiihrt. Der Rechner generiert einen Simp-
lex-Tableaus fiir das Problem. Die folgenden Abbildungen zeigen die Rechenschritte, die das

Programm ausfiihrt und auch gleich erklart.

Ausfiihrliches Ergebnis
Tableau 1

x1 x2 x3 x4 x5k x6k x7k x8k x9k xii5 xii6 xii7 xii8

z2 1 1 -3 -3 0 0 0 0 0 1 1 1 1 -1

z i1 4 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 3 524 1 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 =
30 1 4 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0/1=0
2 -1 @om -3 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0
-1 -4 3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0/3=0
1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1/1=1

Das Problem wurde in das Tableau eingetragen und die Normalform hergestellt. Dabei
war das Anlegen von kiinstlichen Variablen erforderlich. Zunachst miissen diese in der
1. Phase eliminiert werden.

Tableau 2
x1 x2 x3 x4 x5k x7k x8k x9k xi5 xi6 xi7 xu8

z2 -8 1 0 9 0 0 0 0 1 -2 1 1 -1

z -4 1 0 8 0 0 0 0 0 1 0 0 0
-6 3 0 9 1 0 0 0 -1 2 0 0 0
-3 0 1 4 0 0 0 0 0 1 0 0 0
2 1 0 -3 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0/2=0
8 4 0 -12 O 0 i 0 0 3 0 -1 0 0/8=0
4 1 0o -3 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1/4=0,25

Die Variable x6k war eine kiinstliche Variable und hat die Basis verlassen, sie wurde
gestrichen.
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Tableau 3
x1 X2 x3 x4 x5k x8k x9k x5 «xi6 xi7 xi8
z2 0 -3 0 -3 0 0 0 1 -2 -3 1 -1
74 0 0 -3 0 0 0 0 -1 -2 0 0
0 0 0 0 1 0 0 -1 -2 -3 0 0
o 1,5 1 -05 0 0 0 0 -1 1,5 0 0
1 05 0 -1,5 0 0 0 0 0o -0,5 0 0
0 0 0 0 1 0 0 3 4 -1 0
0 3 0 0 0 1 0 i 2 0 1 1/3=0,3333
Die Variable x7k war eine kinstliche Variable und hat die Basis verlassen, sie wurde
gestrichen.
Tableau 4

x1 x2 x3 x4 x5k x8k x5 xié xi7  xUi8
0 0 0 1 -1 -1
0 0

f 0
0 0 1
1 - - 0 0
0 B058 -0,5 0 0,5
0 0,1667-0,1667 0 |0,16670,1667/0,1667=1
0 1
0 0

z2

3 4 0 0/3=0
0,33330,3333/0,3333=1

o o - o o/lo|o
- 0o o o o|lo|o
o o o =~ o/lo|o
- o 4L = oo
o o o o =~ |o
o - o o o|lo

0,3333 0,6667

Die Variable x9k war eine kinstliche Variable und hat die Basis verlassen, sie wurde

gestrichen.
Tableau 5

x1 X2 X3 x4 x5k xu5 xiu6  xu7 xXu8

72 0 0 0 0 0 1 0 0,3333 0,6667| O

z 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 -0,3333-0,6667 O
0 0 1 1 0 0 0 0,1667 -0,1667| 0,5
1 0 0 -1 0 0 0 -0,3889 0,0556|0,1667
0 0 0 0 0 0 1 1,3333-0,3333] O
0 1 0 1 0 0 0 0,2222 0,1111|0,3333

Die 1. Phase ist abgeschlossen.
Die zusatzliche Zielfunktion kann geldscht werden.

Die 2. Phase ist abgeschlossen.

Mit diesem Prozess erhdlt man die Losung:
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Die optimale Losung wurde erreicht.

Der maximale Zielwert betragt z=1
Basisvariablen:

x5k=0; x3=0,5; x1=0,1667; xui6=0; x2=0,3333;
Nichtbasisvariablen:

x4=0; xii5=0; xii7=0; xii8=0;

Da alle noch immer bestehenden Schlupfvariablen = 0 sind, konnen diese ignoriert werden.
Ubersetzt man die Losungsvariablen zuriick zu den urspriinglich definierten Variablen, erhlt
man:

1 _ 1
q1 6’ qz = 3’ qs

1
E: q: =10

Diese reprasentieren das Optimum des Simplex z = 1 unter der Erfiillung der Nebenbedin-
gungen. Um diese Werte zu tiberpriifen, habe ich sie in das initiale Ungleichungssystem einge-

setzt:
0< +3q, — 293+ qq4
0<-3q, +q3+4q,
0<+2q; —q; — 34,

0<-g,—49,+3q;3

0< 3 ! 2 ! 0)v
< HE-25)+0
1 1
OS_B(E) +(§)+4(0)/

1 1
0s+2()- @) 307

1 1 1
0<-(@-4@+3) v
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Es hat sich ergeben, dass alle Ungleichungen erfiillt sind. Auch die Definitionsbedingungen

inklusive Nicht-Negativitdts-Bedingungen sind erfiillt.

qu=1\/,

inOVi\/

Somit kann ausgeschlossen werden, dass es sich um eine falsche Losung oder eine Scheinl6-
sung handelt. Die Eindeutigkeit des Resultats ist allerdings noch nicht abgeklart. Ob die Lo-

sung eindeutig ist und wie sie verstanden werden muss, ist in den Resultaten erldutert.
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